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Resumen: Siguiendo algunas ideas expuestas por P.T Johnstone en [5], que se generalizan en
[8], en este trabajo se muestra algunas maneras de sumergir subcategorias de Top* en topos
de prehaces, que con mas presicién correponden a topos de m-conjuntos?.
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Abstract: Following some ideas by P. T Johnstone [5], which are generalizad in [8], in this
paper we show some ways to immerse subcategories of Top* in topos of presheaves, with more
precision in topos of m - sets.
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1. Introduccion

Los topos de prehaces asociados a espacios topoldgicos, de hecho, ya guardan relacién con la
topologia, ver por ejemplo [7], sin embargo nuestro interés en este trabajo es mostrar otros
topos que guarden nuevas relaciones con la topologia. Ahora bien, a pesar de que muchos
de los conceptos de la teoria de topos son motivados desde la topologia, no abundan en la
literatura topos para el estudio de la topologia. Con tal inquietud, en los afios 70’s aparece
un topos que contiene como subcategoria reflexiva a la categoria de los espacios secuenciales
y denominado el topos de Johnstone [5], es de anotar que la categoria de los espacios se-
cuenciales es una subcategoria reflexiva de Top. En [8] se generaliza esta construccion, y se
muestra la manera en que subcategorias correflexivas de Top se extienden en topos de preha-
ces. En este articulo se desarrolla esta teoria en la categoria Top*, y en particular se muestra,
de manera original, una forma de sumergir subcategorias de Top* en topos de prehaces. Di-
chos topos se construyen a partir del monoide de los endomorfismos de un espacio topoldgico
punteado My~ = [W*, W*], de esta manera los topos construidos son equivalentes a topos
de Grotendieck. Ahora bien, si se parte de un monoide topolégico M, construido a partir
del monoide de un espacio topolégico dado, se origina un topos geométrico, ver [8], en este
capitulo se muestran topos geométricos construidos a partir de espacios topolégicos punteados.
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2. Conceptos basicos

2.1. La categoria de los espacios topoldgicos punteados

Definicion 1. La categoria de los espacios topolégicos punteados Top*, estd definida por:

1. Los objetos son ternas (X, T,x0), X es un conjunto, T una topologia sobre X y xo es un
punto de X.

2. Los morfismos en Top* son funciones f : X — Y, continuas y tales que f~(yo) = zo.

En general, en la categoria de los espacios topolégicos punteados Top*, un morfismo f :
(X, Tx,x0) — (Y, Ty, o) es una funcién continua tal que f(z¢) = yo. Sin embargo, como lo

acabamos de anotar, trabajaremos con una definicién un poco mas fuerte.

Haciendo uso de topologias iniciales y finales, veremos la forma de construir una clase de
endofuntores de Top*, que generan mediante sus puntos fijos, de acuerdo a su construccién,
subcategorias reflexivas o correflexivas de Top*.

2.2. Subcategorias reflexivas y correflexivas

Definicién 2. [1] Sea C una Categoria y H una subcategoria de C. Se dice que H es reflexiva
en C, si para todo objeto V de C, existe un objeto V* en H y un morfismo Ty : V. — V¥,
llamado la reflexion de V', tales que, para todo objeto U de H y todo morfismo f:V — U,

existe un unico morfismo f*: V* — U en H tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Puede observarse facilmente que la reflexién de cada objeto es tinica salvo isomorfismos. Ahora,
‘H es una subcategoria reflexiva de una categoria C, si y solamente si, el funtor inclusién
I : H — C tiene adjunto a izquierda. De manera dual se tiene la definicién de subcategoria

correflexiva y su caracterizacion en términos de la adjuncion.

2.3. Ejemplos

1. La subcategoria plena de Top formada por los espacios completamente regulares es una
subcategoria reflexiva de Top, ver [1].

2. Sea mathrmMet,, la categoria de los espacios métricos, cuyos morfismos son funcio-
nes uniformemente continuas y sea H la subcategoria plena de los espacios métricos
completos. H es una subcategoria reflexiva de mathrmMet,, ver [1].

3. La categoria de los espacios compactos Hausdorff es una subcategoria reflexiva de la
categoria de los espacios completamente regulares, ver [12].

4. Sea (' la categoria de los espacios topologicos punteados. Los objetos de esta categoria
son los espacios topoldgicos en los cuales se ha fijado un punto base y los morfismos



son las funciones continuas que preservan el punto base. Sea H la subcategoria plena de
C formada por los espacios topoldgicos conexos punteados. Veamos que H es reflexiva
en C. Sea (X, 7,,x,) un espacio topolégico punteado cualquiera y sea X* la componen-
te conexa de x,. Entonces, se determina el espacio topoldgico (X*,7,.,,), donde 7.

es la topologfa relativa a X*. El espacio topolégico (X*,7,.) es conexo y la inclusién

i: X* — X es continua y es la correflexién de X, ver [4].

5. La categoria de los espacios secuenciales es una subcategoria correflexiva de Top, ver

[1]. Otra demostracién, haciendo uso de funtores elevadores, puede encontrarse en [8] y

[4].

2.4. Un método de construccién de subcategorias reflexivas y correflexivas
en la categoria Top

En particular, en los ejemplos 2 y 4 de la seccién anterior, un espacio y su reflexién no tienen
en general el mismo conjunto subyacente. Siguiendo a [8], en esta seccién se muestra un
método de construccion de subcategorias de Top* en donde el espacio de partida y su reflexién
(correflexién) tienen el mismo conjunto subyacente. Consideramos interesante el hecho de que

las subcategorias construidas son ademds categorias topolégicas, en el sentido de [1].

2.4.1. La estructura de categoria topolégica de Top y Top*

En la categoria de los espacios topoldgicos, la coleccion de topologias sobre un conjunto X
tiene estructura de reticulo completo, con el orden inducido por la inclusioén, siendo la topo-
logia grosera el minimo y la discreta el maximo. Dada un familia de topologias sobre X el

infimo esta dado por la interseccién y el supremo por la topologia generada por la reunion.

En Top, sea S = (f), X) un sumidero cuyo dominio es la familia (X, 7)) para todo A € A,
entonces, la topologia final para X correspondiente a la familia {Tx}xca v {fa}rca, es:
T ={UC X | f;'(U) € 1., YA € A}. En tal caso, las funciones f\ : (X),7)) — (X,T)
resultan continuas y se verifica que para toda funcién f : X — Y tal que f o f\ es continua
para todo A, se tiene que f es continua. Dicha topologia se llama la topologia final para el
sumidero dado. Para el caso particular en que la fuente consta de una sola funcién y ésta es
sobreyectiva, se dice que la topologia final es una topologia cociente.

En particular dados un espacio topolégico X y una relacién de equivalencia R sobre X, se

construye el conjunto cociente X/R y la funcién

J: X — X/R
x— J(z) =[]



La topologia final sobre (X/R) inducida por J corresponde a la topologia cociente. Ejemplos
particulares de este hecho son el cilindro, el toro, la cinta de Mobius y la botella de Klein, que
correponden a subespacios de R? obtenidos, definiendo para cada caso una relacién adecuada
en un rectangulo considerando este como subespacio de R2.

De manera dual, se tiene la estructura inicial para la fuente: F': (X, f)), cuyo codominio es la
familia (X, 7). Entonces, la topologia inicial para X correspondiente a {Tx}xea ¥ {f2}rea,
es la topologia T generada por la familia: A = {f/\_l(ux) C X | ux € Txa}.Las funciones
fr i (X,T) — (X, T») son continuas y se verifica que para cada funcién f : Y — X tal
que f) o f es continua para todo A, se tiene que f es continua. Dicha topologia se llama la
topologia inicial para la fuente dada.

La discusién anterior toma como base el hecho de que la categoria de los espacios topologicos
Top esta fibrada a través del funtor olvido de estructura sobre la categoria de los conjuntos.
Es de anotar que estas mismas consideraciones valen para las categorias Top* definidas al
comienzo, y fibradas con el funtor olvido sobre la categoria de los conjuntos punteados, bien
sea considerando como morfismos las funciones que respetan el punto base o las que por
imagen reciproca devuelven el punto base solo en el punto base. En todos estos casos, por los
funtores en cuestion ser aptos escencialemente para construir topologias iniciales y finales se
dice que Top y Top* son categorias topologicas, segin [1] fibradas respectivamente sobre Sets
o sobre Sets*

2.4.2. Construccion de subcategorias reflexivas y correflexivas a través de topo-
logias iniciales y finales

Haciendo uso de topologias iniciales y finales, veremos la forma de construir una clase de
endofuntores de Top, que generan mediante sus puntos fijos reflexivas y correflexivas de T'op.

Definicién 3. [8] Sean W y X espacios topoldgicos. En la coleccion de funciones continuas

f:W — X al olvidar la topologia de X se tiene el sumidero que notamos:
SV,X) = {f: W > X | f € W, X]p,,}
la topologia final para s (W, X) la notamos Fs (W, X) = X.

Es de anotar que la topologia final obtenida corresponde a la mayor topoogia sobre X que hace
continua a las funciones seleccionadas en cuestién. Ahora bien, de la definicién de topologia

final para un sumidero, se sigue el siguiente lema.
Lemma 4. Sean W y X espacios topoldgicos, entonces,
1. X < Fs(W,X)

2. [W7 X]Top = [W7 Fs (W7X)]Top



En adelante, para simplicidad en la escritura, escribiremos [W, X] en vez de [W, X]Top

Teorema 5. Sea W un espacio topoldgico. La aplicacion

Ew : Top—Top
X — Ey(X) = Fs(W,X)
Ew(f) = f

hace de Eyw un funtor.

Demostracién:

Sea f: X — Y una funcién continua se debe ver que Ey (f) es continua, en efecto Eyw (f) :
Ew (X) — Ew (Y) para esto basta demostrar que para toda g € s(W, X) la funcién fog:
W — Ew (Y) es continua. En efecto sea g € s(W,X), entonces g : W — X es continua,
luego fog: W — Ew (Y) es continua, entonces por definicién de estructura final para un
sumidero, se tiene que f: Sy (X) — Sw (Y) es continua.

Observaciones:

1. Con mas precisiéon Ey es un elevador idempotente en T'op, lo cual significa que el funtor

agrega abiertos al espacio de partida, ver [8].
2. Bw (W)=W
3. Ew (Top*) es una categoria topoldgica, en el sentido de [1].

4. Ew (Top*) < Top* y Ew (Top*) es correflexiva en Top*.

De manera dual haciendo uso de estructuras iniciales, un espacio topoldgico da origen
a un coelevador idempotente C.

En particular las subcategorias de T'op, como son las de los espacios secuenciales y com-
pletamente regulares se obtienen con los métodos aqui descritos, resultando la primera una
subcategoria correflexiva de Top y la segunda una subcategoria correflexiva de Top [8].

Las nociones de elevador y coelevador en Top* son las mismas que las dadas en la seccién
2.4.2, partiendo en cada caso de un endofuntor definido en Top*. Ahora bien, en forma anélo-
ga se tiene que la subcategoria plena de Top* formada por los puntos fijos o la imagen de
un elevador idempotente definidos en T'op* es correflexiva en Top* y de manera natural se
obtienen los resultados duales.

3. Inmersion de subcategorias de Top* en topos de prehaces

3.1. Haces de conjuntos sobre un espacio topolégico

Definiciéon 6. [7] Sea C wuna categoria pequena, un prehaz sobre C es un funtor
F : C®? — Conj. La categoria Conjc”, tiene por objetos a los prehaces de conjuntos
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sobre la categoria C y por morfismos a las transformaciones naturales. De esta forma, la ca-
tegoria ConjC™ es un topos. Un topos de Grothendieck es un topos equivalente a uno de la

.(Cop . . . .,
forma ConjC”. Un caso particular es el que se describe a continuacion.

Dado un espacio topoldgico (X, 7). Al considerar como objetos a los elementos de 7 y como
morfismos las contenencias se determina la categoria que notamos 7, por acoso del lenguaje,
en tal caso se determina la categoria de los prehaces de (X, 7) y que se nota set” " . Haciendo
uso de una topologia de Grothendieck, ver [7]. Se determina la subcategoria plena de set™"”

notada Sh(X) cuyos objetos se les denomina haces.

Asi, Sh(X) es una subcategoria reflexiva de set™ ", ver [7]. Ahora bien, dada una categoria
C, para cada objeto A de C se determina la categoria Coma denotada C/A de las flechas de
C que llegan a A, cuyos objetos son parejas de la forma (B, f), donde B es un objeto de C y
f un morfismo de B en A y los morfismos son tridngulos conmutativos,

esto es , un morfismo h entre dos objetos (B, f) v (C,g) es un morfismo h : B — C tal
que go h = f. Si en particular C es un topos, C/A es un topos, resultado debido a Freyd,
[?]. Ahora bien, T'op no es un topos, pues Top no tiene exponenciacién. Entonces, dado un
espacio topoldgico X, no se podria deducir que T'op/X es un topos. Sin embargo al imponer
condiciones sobre los objetos de T'op/ X, se determina un topos equivalente a Sh(X). Veamos
este hecho con un poco més de precision. Sea X un espacio topoldgico, se determina la
categoria Top/X, cuyos objetos son pares (E,p) donde E es un espacio topoldgico y p :
E — X es un homeomorfismo local 4, los morfismos de esta categoria son funciones continuas
f:(E,p) — (E',p) que satisfacen p’ o f = p. Top/X es equivalente a la categoria Sh(X),
ver [7].

3.2. Otra forma de asociar un topos de prehaces a un espacio topoldégico.

3.2.1. Topos de M conjuntos

Dado un monoide M, (M,o,e), con identidad e y cuya operacién binaria es o, se determina la
categoria C, formada por un solo objeto {*} y cuyos morfismos son los elementos de M, la ley
de composicién entre los morfismos esta dada por la operacién de M. En tal caso se determina
el topos de prehaces que notamos Set™ que es equivalente al topos de M - Conjuntos.

4p es homeomorfismo local si cada vecindad abierta de e € F es aplicada homeomdérficamente en un abierto
de X
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Los objetos de M - Sets son llamados m - conjuntos y sus morfismos m - aplicaciones. Un m
-conjunto es un conjunto X con una accion a derecha A de M sobre X

A X xM-—X
(@, f) — zAf

que verifica las siguientes condiciones:
i)xhe = x i)x\(f o g) = (zAf)Ag

paratodosx € Xy f,g e M.

Una m—aplicacién entre dos m—conjuntos (X, ) , (Y,/) es una funcién h : X — Y que
satisface h(zA(f)) = h(z)Bf.

A continuacion veremos la manera de sumergir algunas subcategorias de Top* en topos de

M —conjuntos.

En lo que sigue, identificamos (X, T x, z¢) = X* si no es necesario resaltar el punto base y la

topologia.

3.2.2. Inmersién de Subcategorias correflexivas de Top* en un topos de prehaces

Dado un espacio topolégico W, este determina un elevador Eyy, de tal manera, que la subcate-
goria plena de Top, formada por sus puntos fijos, que hemos notado Ejyy, es una subcategoria
correflexiva de Top. En [8] se muestra la manera de sumergir Eyy en un topos de M —conjuntos.
En la presente seccién se amplia esta teoria produciendo resultados originales, tomando como

punto de partida la categoria Top*.

Definicion 7. Sea F' : C — D un funtor. Se dice que F' es fiel, si para todo par de morfismos
f,g: X — Y de C tales que F(f) = F(g), se tiene que f = g. Se dice que F' es pleno, si para
todo par de objetos X, Y de C y todo morfismo k : X — Y existe un morfismok: X — Y,
tal que F(k) = k.

Sea W* € ObjTop*, consideramos el conjunto de todas las funciones continuas f : W* —
W* que adicionalmente cumplen §~!(w,) = w,. Entonces, [W* W*] con la composicién de
funciones continuas es un monoide que notamos Myy«. El topos determinado por Myy«, lo

notamos Eyyx.

Dado un espacio W* en Top* de manera natural se determina una inmersion de Top* en el
topos Ew+. En efecto cada espacio X* de Top* se interpreta en &y~ como el M —conjunto
(W, X*]

Top* — Ew
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X* — [W*, X*)

en donde [W*, W*] actia por composicién

o: [W*,X*] X My« — [W*,X*]Top*
(frg)— foyg

y cada funcién continua f : X* — Y* se interpreta como la M — aplicacion

Fo[W* X — [W*, Y]
h—s f(h) = foh

Para cada espacio topoldgico punteado X* y su identidad ix+ : X* — X* se tiene que
10 [WH X — [W* X*| es la identidad de [W*, X*] en Eyy«.
Ahora, si f : X* — Y*y ¢ : Y* — Z* son dos funciones continuas se cumple que g o f = gof,

luego, de las ultimas construcciones se determina el funtor

S : Top™ — Eyyr
X — By (X¥) = [W, X 7op=

y 2w (f) =T

Por lo tanto, se determina la restriccién de ) yy. a Eyy«(Top*). Asi
Y Eyy (Top*) — Ewr

En general, este funtor no es fiel. En efecto, sea W* como el espacio de Sierpinsky ({0,1},{{0,1},9,{0}},1).
Ahora, consideremos el espacio R*, con (R, i, 0), donde R es el conjunto de los niimeros reales,
w la topologia usual. Las funciones f : R* — R* definida por f(z) =z y g : R* — R*
definida por g(xz) = 2z son morfismos en esta categoria. Nétese que no hay morfismos de
W* en R*, asi que, [W*,R*] = ¢. El tnico morfismo del m-conjunto ¢ es la identidad y

Eyw(f) = Ew-(9) = 1oy [ # 9.

Observacién

Puesto que en general, el funtor ) . no es fiel y pleno no se puede interpretar a ) . (Top™)
como una subcategoria reflexiva de Ew-; hecho que si sucede cuando se trabaja en Top, [8].

A continuacién el objetivo en esta parte del trabajo, es hallar condiciones sobre W*, de tal
manera que la inmersién ) . sea fiel y pleno. Para esto se hace necesario describir las
funciones constantes de Top* e imponer condiciones sobre el punto base, pues como se vera,
seran la clave para conseguir el objetivo propuesto



La categoria Top’,

En esta seccién consideraremos la subcategoria plena de T'op*, que notaremos T'op’~ cuyos
objetos son espacios punteados, donde el punto base es abierto y cerrado.

Si (X, 7,20) y (Y,a,y0) son dos espacios topoldgicos punteados. Una funcién constante f :
(X, 71,20) — (Y, ,4p) es de la forma

Yo SiT =2,
f(z) = _
Y1 Six#x0, y Y1 €Y, y1# Yo

f definida de esta forma es continua. Nétese que si el cardinal de X es mayor que 1, entonces el
cardinal de Y es mayor que 1. Ahora bien, sea B € a, tal que y, € B. Entonces, f~}(B) = {z,}
siy1 ¢ By f71(B) = Xsiy; € B. Ahorasiy, ¢ Byyi € B, f}(B) = X — {z,}. Si
y1 ¢ B f~1(B) = 0, entonces, la funcién f asi definida es continua. Notese que no existe
funcién constante de valor y,.

Si consideramos el funtor FEyy« : T'op’~ — Top’ -, entonces, se tiene el siguiente teorema

Teorema 8. El funtor Y y.: Ew- (Top’yo) — Ew- es fiel y pleno.

Demostracion. Veamos que EW* es fiel. Sean f, g : X* — Y* dos funciones continuas,
si f = g, entonces para cada z € X* x # x, tenemos la funcién constante h, : W* —
X*  hy(w) = 2, w # w,, esta funcién h, cumple que f(h;) = g(h,) de donde f(x) = g(x)
estoes f =g.
Veamos ahora, que ZW* es pleno. Tomemos X*, Y* dos espacios topolégicos y & : [W*, X*| 7., —
[W*, Y*|1op una M — aplicacion. Para cada w € W*, w # w, se tiene la funcién constante
Yw : W — W~

w sl w# w,

fyw(w) =

W, Sl w = w,

y para cada x € X* x # x, la funcién f, : W* — X* tal que

£ (w) = T siw # w,

T, Slw =w,

Los elementos constantes en los M — conjuntos [W*,X*|r,, corresponden a las funciones
constantes. En efecto si @ es una M — map, @ preserva los elementos constantes, entonces se
determina el morfismo « : X* — Y* definido por a(z) := (af,)(w)

Sea w € W*, w # w, , (€oh)(w) = a(h(w)) = fu (w) = alhoyw)(w) = (@0 hoyw)(w) =
a h(w), luego @ h = a0 h.

Finalmente, si X* € Ew«(Top*) y f € [W*X¥1op @(f) € [W*,Y*|1op por definicién de
estructura final a : X* — Y* es continua. Por lo tanto, 2iw- es pleno. O
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Teorema 9. Sea W* un objeto de Top’ . Entonces, la categoria Ewy-(Top% ) es isomorfa a
una subcategoria plena de Evy.

Demostracion. Sea C la subcategoria plena de Ew+ formada por los M —conjuntos de la forma

[W*, X*]1op donde X* € Eyy«(Top*) entonces, por el teorema anterior Ewy«(Top% ) = C.
]

Observacion

Se ha probado que si W* € Top, el funtor Yy es fiel y pleno, con lo cual se puede
interpretar a Eyy-(Top% ) como una subcategoria plena de Eyy«.

4. Una nota relacionada con topos geométricos asociados a

espacios punteados A- compactos

Los topos geométricos se definen en [8] y aparecen como aquellos topos de M— conjuntos,
definidos a partir de monoides determinados por los endomorfismos de un espacio topoldgico
en donde al interpretar un espacio topolégico en el topos, las acciones resultan continuas, con
respecto a la topologia del producto tensorial. En esta seccién se muestran ejemplos de topos
geométricos asociados a objetos A—compactos de Top*, en otras palabras espacios topolégicos

punteados en donde cada subespacio abierto es compacto.

4.0.3. El producto tensorial en categorias fibradas sobre conjuntos

Definicién 10. Ver [1] Sea C una categoria fibrada sobre la categoria de los conjuntos, es
decir, intuitivamente los objetos de C son conjuntos con alguna estructura y los morfismos son
funciones que respetan la estructura y sean X,Y y Z objetos de C. Se dice que una funcion
f: X xY — Z es un bimorfismo, si las funciones f, :' Y — Z, fo(y) := f(x,y) y
fy: X — Z, fy(x):= f(z,y), son morfismos de la categoria C

Definicién 11. Ver [1] Sean X yY dos objetos de la categoria C. Una pareja (Z, f) donde Z
y [ son respectivamente, un objeto y un morfismo en C. Un bimorfismo f : X XY — Z es
un producto tensorial de X yY , si para cualquier otra pareja (W, g) tal que g : X XY — W,
W € obj C, existe un unico morfismo ¢ : Z — W, tal que, po f = g.

El producto tensorial de dos objetos X, Y si existe, es inico y por tanto lo notamos X @Y
Se dice que una categoria C tiene productos tensoriales, si para cualquier par de objetos X, Y
de C existe X QY en la categoria.

10



4.0.4. El producto tensorial en Top

Esta discusién toma como base [1].

Sean (X,a) y (Y, ) dos objetos de Top. Si consideramos el funtor O : Top — Conj, por
la proposicién anterior, el producto tensorial de X y Y existe y estd dado por la pareja
(X ®Y,i), donde, X QY es el espacio topoldgico con conjunto subyacente X x Y y una
topologia I' determinada de la siguiente forma: se sabe que i : X XY — X X Y es un
bimorfismo, U € T, si y solo si, para cadaz € X ycaday € Y, i, }(U) = {y | (v,y) €U} €
y iy'(U) = {z | (z,y) € U} € B, entonces, la pareja (X QY,i) = [(XQY,T),i] es el
producto tensorial de los espacios topoldgicos (X, ) y (Y, 3).

4.0.5. Topos geométricos

Sea M un monoide topoldgico. Se determina el topos de M —conjuntos £r. Un M —conjunto
X con la accién a determina un sumidero {a, : M — X},cx, donde, az(m) := x am, si se
considera Fy, la topologia final para este sumidero, entonces, a, resulta continua para cada
x € X y por tanto a : X x M — X resulta continua con respecto a la topologia producto
tensorial. Si f : X — Y es una M —aplicacién, entonces, f : X — Y resulta continua. En
efecto, sean a y 3 las acciones de M sobre X y Y respectivamente. Basta demostrar que para
cada € X, la funcién foa, : M — Y es continua. Observamos que f o a; = B, ¥
By (x) es continua. Entonces, por definicién de estructura final para un sumidero se tiene que
f: X — Y es continua y por tanto se ha determinado el funtor

T:Ey — Top (1)

donde T'(X) =X =F,; T(f) =f, ademés T'(M) = M.

Ahora, si X es un M —conjunto « : X x M — X la accién correspondiente. Veamos que la
funcién a : X @ M — X es continua. Por la propiedad universal del producto tensorial, es
suficiente probar que « : X X M —— X es un bimorfismo en Top. Consideremos las familias
de funciones

{ag M — X}iex; {am: X — Xbem

definidas de manera natural o a través de «

Notese, que de la forma como se construyé a F,, = X; las funciones a, : M — X son
continuas. Ahora, sea m € M, veamos que a,, : X — X es continua, para lo cual es
suficiente probar que para cada z € X, aup, 0y : X — X es continua, o, © gy = Qzom €S
continua, pues zom € X y X tiene la topologia final, por lo tanto, cada funcién oy, : X — X
es continua. Entonces, X x M — X es un bimorfismo y por tanto a : X @ M — X es

continua.

Definicién 12. Ver [8] Sea & un Topos, G : € — Top un funtor y M un monoide topoldgico.
Se dice que € es un (G — M)—Topos geométrico o simplemente un Topos geométrico (cuando
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no haya lugar a confusion), si existe una equivalencia de categorias F : Eyy — &, tal que
GoF =T (siendo T : Eyy — Top el funtor descrito en 1)

Sean X y Y espacios topoldgicos. Sea C la coleccién de subconjuntos compactos de X y A la
coleccién de los subconjuntos abiertos de Y. Sean S € C, A € Ay [S,A] ={f € [X,Y]rop |

f(S) C A},

La topologia T sobre [X,Y]r,, generada por la familia S = {[S,A] | S € C,A € A}, se le
llama la topologia compacto abierta sobre [X,Y]r,,. En tal caso S, es una subbase para 7.
[12]

Definicién 13. Un espacio topoldgico W es A—compacto, si sus subespacios abiertos son

compactos

Proposicién 14. Ver [8] Sea W un espacio A-compacto. Si [W, Wy, tiene la topologia
compacto abierta o, entonces ([W, Wrep, 0, ) es un monoide topoldgico

Ejemplo 15.

Sea W* un espacio topolégico punteado, con la topologia Cof*, donde Cof* = Cof U
{{wo}}, siendo Cof la topologia de los complementarios finitos. Entonces, W* es A—compacto,
por lo tanto, el monoide [W*, W*|r,,, dotado de la topologia compacto abierta a, hace de
([W*, W Tops a) un monoide topolégico. Puede observarse que la topologia sobre [W*, W*|7,,
corresponde a la topologia relativa de [W*, W*| 1o, con respecto a [W, Wlr,,. Por lo tanto Eyy«

es un Topos geométrico.

En particular, si se toma W* = N* entonces, ([N*,N*],a), donde « es la topologia de los
complementarios finitos, es un monoide topolédgico con la topologia compacto abierta definida
sobre [N*, N*]7op+, luego En+ es un Topos geométrico.
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