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Resumen

No se puede negar que actualmente la clase de matemaéticas se ha vuelto moné-
tona, basada en el cimulo de procedimientos y algoritmos que
no tiene sentido para su aplicacion. Tal es la situaciéon que al
resolver un problema un estudiante no sabe qué hacer y solo
tiene en su cabeza algunas ecuaciones que no entiende cémo
utilizarlas, ni cuél es su aplicacion.

En Colombia basta ojear algunas de las clases para tener un pa-
norama de como se imparte la clase de matematicas; por ejem-
plo, en grado octavo se dictan unos casos para factorizar, pero
el estudiante al afrontar una evaluaciéon no sabe cual utilizar y
lo mas complicado es que antes de dicha evaluacién ya ha ela-
borado una miscelanea con cien o més ejercicios para aprender
a utilizar los casos y atin no sabe como emplearlos.

Palabras clave: importancia del papel del educador, proble-
mas irresolubles, divisibilidad, estrategia de aula, historia de
la matematica.
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Abstract

LA FORMALIZACION DE

LA IDEA DE DIVISIBILIDAD

This project responds to the need to involve situations or prob-
lems as classroom math work for students looking for alternatives

to their learning of this subject that is complicated when dealing

with it.

Is required to realize the Math class format you want to use, one

handed down algorithms meaningless, or that the student seek

initiatives from his possessions so you can build your own math,
their own reality. The job of mathematics refers not only to find

the formula that solves the problem, but the student will construct
to make sense of what he does.

Keywords: important role of the educator, unsolvable problems,
severability, strategy classroom, history of mathematics.

1. Introduccion

Este proyecto responde a la necesidad de in-
volucrar situaciones o problemas en el aula
de clases como trabajo de matemaéticas para
que los estudiantes busquen otras alterna-
tivas para el aprendizaje de esta asignatura
que resulta complicada de abordar.

Para empezar, el Ministerio de Educacion
Nacional define que la competencia mate-
matica refiere a “... formular, plantear, trans-
formar y resolver problemas a partir de
situaciones de la vida cotidiana, de las otras
ciencias y de las mateméticas mismas. Ello
requiere analizar la situacion; identificar lo
relevante en ella; establecer relaciones en-
tre sus componentes... estas actividades in-
tegran el razonamiento, en tanto que exigen
formular argumentos, que justifiquen los
analisis, procedimientos y la validez de las
soluciones propuestas” [1].
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Por lo anterior, se requiere tomar conciencia
del formato de clase de matematicas que se
quiere utilizar: uno en que se dicten algorit-
mos sin sentido, o que el estudiante busque
iniciativas desde lo que posee para que pue-
da construir su propia matematica, su propia
realidad. El trabajo en cuanto a matematicas
se refiere no solo a buscar la férmula que so-
lucione el problema, sino que también el es-
tudiante la construya para que le dé sentido
alo que hace.

La presente investigacion busca abordar el
tema de los problemas irresolubles hacien-
do un enlace con la formalizacién de la idea
de la divisibilidad, ya que resultaria innova-
dor trabajar con problemas que por lo gene-
ral no se trabajan en clase de matematicas y
en un tema tan complicado de entender para
los estudiantes como es la divisibilidad.



2. Problema de investigacion
2.1. Descripcién del problema

En la experiencia diaria durante la ensefianza
de la matematica en los grados de la secun-
daria se ha podido analizar que los estudian-
tes tienen cierta dificultad para establecer
relaciones entre lo que les ensefa el docen-
te y las aplicaciones que se puedan hacer a
los problemas propuestos para su solucion.
Esto se evidencia, por ejemplo, al aplicar una
prueba frente a la que el estudiante no sabe
cual es el conocimiento matematico ttil para
solucionar el problema propuesto, que pue-
de ser un teorema, un procedimiento de corte
aritmético, geométrico o algebraico. Situa-
ciones como las rebajas de los establecimien-
tos comerciales, las promociones, encontrar
la edad de las personas teniendo en cuenta
un patrén, mediciones de tiempo y distancia,
fracciones, etc., no les permiten entender que
las matematicas les proporcionan herramien-
tas para comprender la realidad.

Las razones anteriormente expuestas, y de-
bido a que las practicas docentes parecieran,
segin autores como Bodi [2], Andonegui
[3], Codina y Lupianez [4] y Gentile [5], es-
tas desde hace algunos afios, no permiten
que los estudiantes avancen y sepan qué ha-
cer; se hace necesario no obligar al estudiante
que busque un nimero que satisfaga la solu-
cién del problema, sino que plantee y justifi-
que sus propias conjeturas aplicando varios
procesos de razonamiento y extrayendo con-
clusiones légicas.

2.2. Delimitacién del problema

Diversas investigaciones desarrolladas en
torno a problemas irresolubles, particular-
mente las propuestas desde la Escuela Pe-
dagogica Experimental (La bisqueda de la
solucion en problemas irresolubles, un camino
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hacia la construccion disciplinar de la matemdti-
ca [6] y La buisqueda de solucion a problemas irre-
solubles, un camino hacia la construccion de la
disciplina matemdtica en el aula [7]), han permi-
tido ampliar este espacio para usarlo como
una estrategia de aula que puede permitir
avances en la consecucion de clases innova-
doras y de cardcter cientifico.

Ahora bien, desde la experiencia diaria en la
enseflanza de las matematicas en diferentes
grados de educacién bésica y media, se ha
podido observar que los estudiantes pueden
establecer relaciones entre lo que han apren-
dido y los problemas irresolubles desde su
argumentacion como razonamiento, permi-
tiéndole al estudiante crear conciencia sobre
su propio quehacer, ya que cuando se apro-
pia del problema este le permite significar,
interactuar y transformar su realidad.

Esto se evidencia histéricamente, puesto que
los problemas irresolubles han abierto cami-
nos interesantes que gozan de ayuda en la
evolucion del conocimiento matematico, ya
que desde la Antigiiedad gran parte de las
matematicas se ha desarrollado a partir de
aquellos. Este es el caso de los tres proble-
mas cldsicos de la Antigua Grecia: la creacién
de nuevas geometrias a partir de la negaciéon
del quinto postulado de Euclides y los apor-
tes realizados tras los intentos de demostrar
o argumentar el teorema de Fermat, entre
otros.

El docente, al plantear en el aula problemas
que no tienen solucién, busca en los estu-
diantes que construyan una mirada mas am-
plia de lo que es la matemaética y de lo que
es un problema; no solamente asumir que se
puede resolver y emprender el camino, sino
también considerar las variables que se pro-
ponen para determinar la resolucién y la
validacion y ademas argumentar la irresolu-
bilidad dado caso.
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¢ Qué incidencia tiene el abordaje de problemas
irresolubles en los procesos de formalizacion de la
idea de divisibilidad?

2.3. Antecedentes de investigacion

Las matemaéticas se han construido a par-
tir de problemas que no han tenido soluciéon
en un momento dado. Estos problemas han
variado en sus origenes y en sus contextos:
problemas de orden doméstico (divisiéon de
tierras, calculo de créditos, entre otros); pro-
blemas planteados en estrecha vinculacion
con otras ciencias (astronomia, fisica, etc.);
especulaciones en apariencia a partir de las
matemadticas mismas, necesidad de orga-
nizar elementos ya existentes, de estructu-
rarlos, por ejemplo, por las exigencias de la
ensefanza.

En este caso los problemas son irresolubles,
puesto que las soluciones son casi siempre
parciales, pero aun sin chispazos sobresa-
lientes provocan avances espectaculares, que
a veces no son reconocidos desde el princi-
pio. En el uso frecuente de textos originales
y también en el de obras generales, suma de
saberes histéricamente acumulados en este
dominio, se ha descubierto un tejido comple-
jo y difuso hecho de conjeturas, de dudas, de
lo que hoy llamamos matematicas.

2.4. Justificacion
de la investigacién

Desde el punto de vista personal, trabajar
este tema es de interés ya que se convertiria
en una herramienta bastante ttil para el pro-
pio desempefio profesional como docente,
ademas de brindar una alternativa para se-
guir ahondando en futuras investigaciones.

Por otro lado, esta investigaciéon se permi-

te un espacio adecuado para explorar so-
bre nuevas e innovadoras estrategias en los
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procesos pedagodgicos que se adelantan en
matematicas, con el fin de alcanzar buenos
resultados con los estudiantes, es decir, lo-
grar que los alumnos tomen la clase de ma-
tematicas como un incentivo de trabajo y
para que su aprendizaje sea de un nivel mas
alto, que les brinden las herramientas nece-
sarias para adquirir nuevos conocimientos
matematicos.

Esta investigacion pretende potenciar en los
estudiantes la comprension y la importancia
de trabajar problemas irresolubles, dado que
la formacion no puede reducirse al aprendi-
zaje de unos contenidos disciplinares para
ser ensefiados, a unos elementos culturales
descontextualizados y a unos principios pe-
dagogicos y didacticos que deben ser apren-
didos para aplicarlos.

2.5. Objetivos
2.5.1. Objetivo general

Analizar la incidencia en el abordaje de proble-
mas irresolubles en los procesos de formalizacion
de la idea de divisibilidad.

2.5.2. Objetivos especificos

* Identificar los elementos tedricos ne-
cesarios para definir la formalizacion
de la idea de divisibilidad y problema
irresoluble.

* Describir el proceso de formalizacién de
la idea de divisibilidad que logra un gru-
po de estudiantes al trabajar con proble-
mas irresolubles en el aula de clases.

* Identificar el impacto que tiene el abor-
daje de problemas irresolubles en com-
paracion con dindmicas tradicionales en
clase de matematicas.



3. Marco teérico

3.1. Construccion historica
en la formalizacion de la idea

de divisibilidad

Si se observan con curiosidad los ntimeros,
en particular los niimeros primos son unos
nimeros que no se dejan dividir por otros
ntmeros; de esta forma estan vacios de di-
visores entre la unidad y ellos mismos. Estos
nimeros llamaron la atencion de los estudio-
sos hace mas de 2000 afios. Euclides (300 a.
C.), uno de los primeros matemaéticos en ob-
servar este sistema numérico, demostré que
el nimero de numeros primos es infinito,
matematicamente, si se imagina una lista que
contiene a todos los nimeros primos; P, P,,
P, P, P, ..., P. Entonces se puede generar
otro namero Q, mayor tal que: Q= (P, x P,x
P,x P, x Px... x P )+1. Este nuevo ntimero Q
puede ser primo o no. Si es primo, se tiene un
nuevo numero primo que no pertenece a la
lista general; por lo tanto, esta no es comple-
ta. Ahora, en el caso que Q no sea un nimero
primo, definitivamente tiene que ser divisi-
ble por algin ntimero primo que no puede
ser uno de los nimeros de la lista, puesto que
al dividir Q por cualquiera de los primos de
la lista siempre se obtiene 1 como resto. Por lo
tanto, se tiene un nimero primo P__..

Eratéstenes, matematico y gedgrafo griego
que vivio en el siglo IIl a. C., invent6 una cri-
ba para ir obteniéndolos. El método, aunque
sencillo, es un poco lento: en la lista de todos
los numeros positivos, con excepcion del 1,
que no es primo ya que tiene un divisor que
es el mismo 1, se respeta cada namero que
se va encontrando sin tachar. Por ejemplo, se
tachan todos los multiplos del namero esco-
gido mayores que él. De esta forma, se van
tachando los de 2 (4, 6, 8, etc.), luego los de 3
que no hayan sido tachados antes, 9, 15, etc.;
y, sucesivamente, los multiplos de los ntime-
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ros que van quedando sin tachar (los de 5, 7,
11, etc.). De esta forma van quedando, filtra-
dos y ordenados, los niimeros primos: 2, 3, 5,
7,11,13,17,19, 23, etc. Si se observa con aten-
cion la lista se nota que hay un solo niimero
primo par, el 2; y que, a partir de 5, los posibles
niimeros primos terminanen1,3,7 6 9.

3.1.1. Divisibilidad: de las conjeturas
y los problemas abiertos, a las
demostraciones

Siguiendo con la conclusién anterior, no hay
que pensar que lo de la curiosidad es simple-
mente un buen consejo [3]. Pues no, la actitud
indagatoria es la esencia de cualquier descu-
brimiento cientifico. Asi lo demuestra la his-
toria de la matemaética, considerada como
una aventura humana, segun Andonegui. En
ella, en el principio fueron la curiosidad y la
observacion atenta. De ahi se desprenden las
conjeturas. Hay muchas en la historia del de-
sarrollo de la divisibilidad.

Por ejemplo, los chinos, antes de Cristo, afir-
maban que si p es un ntimero primo, enton-
ces p es divisor de 2P- 2, asi, para p = 5, 2°
-2=32-2=30Yy, ciertamente, 5 divide a
30. Ademas, pensaban que la cosa funciona-
ba también al revés, es decir, que si un ntime-
ro p es divisor de 2P- 2, entonces p debia ser
un ndmero primo [5].

La primera parte de esta conjetura es cier-
ta y fue demostrada, entre otros, por Fermat
(1601-1665) en el siglo XVII, pero la segunda
parte de la conjetura es falsa, ya que se ve-
rific que 341 divide a 2’ - 2; sin embargo,
341 no es primo: 341 =11 x 31. Otra conjetura
interesante fue propuesta por Girard (1590-
1633) a comienzos del siglo XVII, quien men-
ciona que: si un nimero primo es de la forma
4 x n + 1, un maltiplo de 4, méas 1; por ejem-
plo, 5, 13, 29... etc., entonces puede expresar-
se de una y solo una manera como suma de
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dos cuadrados. Por ejemplo, 5=4+1;13 =4
+9; 29 = 25 + 4; etc. Fermat, quien también
demostr6 la conjetura anterior, adelanto a su
vez unas cuantas [8]:

* El cuadrado de todo ntimero primo de la
forma anterior: 4 x n + 1, por ejemplo, 52,
132,..., también puede expresarse de una
y solo una manera como suma de dos
cuadrados. Asi, 5?=25=16 +9;132=169
=144 + 25 =122+ 5% etc.

* Ningan namero primo de la forma 4 x n
+3; un multiplo de 4, mas 3; por ejemplo,
7,11, 19..., puede expresarse como suma
de dos cuadrados.

* Siun ntmero primo es de la forma 6 x n
+1; un multiplo de 6, més 1; por ejemplo,
13, 19..., entonces puede expresarse de
una y solo una manera como suma de un
cuadrado més el triple de otro cuadrado.
Asi,13=1+3x4,19=16+3x1.

3.2. La ensenanza
de la divisibilidad
en la secundaria

En el proceso de ensefianza aprendizaje de
cualquier asignatura y en particular de la
matemadtica es frecuente que el estudiante
ante una determinada tarea exprese que no
sabe lo que debe hacer y atin mds cuando el
maestro le ofrece una indicacién, sugerencia
o consejo inmediatamente trata de darle res-
puesta, por lo que el maestro le ha ofrecido
un impulso o lo que algunos llaman ayuda
al escolar.

Albarran plantea que un impulso didactico
es un nivel de ayuda que, de acuerdo con el
diagnostico del desarrollo real de cada esco-
lar, debe ser la que realmente necesite en el
transcurso de la realizaciéon de una tarea con
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caracter de problema, con el propésito de mo-
ver su pensamiento hacia los contenidos que
ya posee y que pueden serle ttiles para ven-
cer el obstaculo en el aprendizaje y activar su
participacion de manera independiente.

3.3. Proceso de la argumentacion
a la demostracion

Ingresar a la cultura de los teoremas significa
desarrollar competencias especificas inheren-
tes a la produccion de teoremas y a la prueba
de las conjeturas producidas mediante ele-
mentos del saber tedrico. Se necesitan anali-
sis epistemoldgicos y cognitivos para elegir
elementos peculiares esenciales para la pro-
duccién y prueba de conjeturas y la gestion
de teorias que los estudiantes encontraran en
su aprendizaje. El rol de la argumentacién en
las actividades matematicas que involucran
teoremas debe considerar varios aspectos de
esas actividades, segtin Boero:

* Produccién de una conjetura, incluyendo
exploracion de la situacion problematica,
identificaciéon de regularidades, identifi-
cacién de condiciones bajo las cuales ta-
les regularidades ocurren, identificaciéon
de argumentos para la plausibilidad de
la conjetura producida, etc. Esta fase per-
tenece a la esfera privada del trabajo de
los matematicos. Podriamos agregar que
la apropiacion de un enunciado dado
comparte caracteristicas importantes con
esta fase, exploracién de la situacion pro-
blematica subyacente en el enunciado,
identificacién de argumentos para su
plausibilidad, etc.

e Formulacién del enunciado de acuerdo
con convenciones culturales comparti-
das; esta fase suele conducir a un texto
publicable.



Exploracién del contenido y los limites
de validez de la conjetura; elaboraciones
heuristicas, semanticas acerca de las rela-
ciones entre hipoétesis y tesis; identifica-
cion de argumentos apropiados para la
validacion, relacionados con la teoria de
referencia, y ponderacién de relaciones
posibles entre ellos. Esta fase suele per-
tenecer a la esfera privada del trabajo de
los matematicos.

Seleccion y encadenamiento de argu-
mentos tedricos coherentes en una ca-
dena deductiva, frecuentemente bajo la
guia de la analogia o en casos especificos
y apropiados, etc. Esta fase es frecuente-
mente resumida cuando los matematicos
presentan sus trabajos a colegas de una
manera informal, y aun en presentacio-
nes publicas, por ejemplo seminarios.

Organizacién de la cadena de argumen-
tos en la forma de una prueba que es
aceptable desde el punto de vista de los
estindares matematicos vigentes. Esta
fase conduce a la produccién de un tex-
to para publicacion. Podemos observar
que los estdndares matematicos para esta
fase no son absolutos; claramente difie-
ren si comparamos un articulo publica-
do hoy en dia con uno del siglo XVIII, o
un capitulo de un libro de texto para la
escuela secundaria con uno para el nivel
universitario.

Aproximacién a la prueba formal; esta
fase puede faltar en los teoremas de los
matemadticos, aunque la mayoria de ellos
son conscientes del hecho de que una
prueba formal puede ser producida y
algunos de ellos pueden a veces lograr-
lo. A veces esta fase concierne solamen-
te a algunas partes de la prueba, donde
el tratamiento formal es sencillo o donde
detalles o errores sutiles deben ser iden-
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tificados. Sin embargo, Thurston afirma
que es practicamente imposible, y sin
sentido para el matematico profesional,
producir una prueba formal completa
para la mayoria de los teoremas matema-
ticos. Thurston indica que deberiamos re-
conocer que esas pruebas humanamente
comprensibles y humanamente controla-
bles que los matemaéticos efectivamente
producimos son lo que es mas importan-
te para nosotros, y que ellas son diferen-
tes de las pruebas formales. Al presente,
las pruebas formales estan fuera de al-
cance y son en su mayoria irrelevantes:
tenemos buenos procesos humanos para
controlar la validez matematica.

3.4. Problemas irresolubles

La historia nos muestra que los problemas
irresolubles han sido desencadenantes en el
progreso del conocimiento matematico, toda
vez que el comienzo de la matemadtica se ha
dado por las btuisquedas para resolver pro-
blemas. Tal es el caso de los griegos y sus tres
problemas clasicos: la cuadratura del circu-
lo, 1a duplicacion del cubo y la triseccion del
angulo.

Quizés en la historia de las matematicas el
problema mas conocido como irresoluble sea
el de la cuadratura del circulo que consistia
en hallar geométricamente, mediante regla y
compas, el cuadrado de area igual a la de un
circulo tomado como referencia. A lo largo
de los siglos, matematicos, fil6sofos, fisicos y
un centenar de cientificos intentaron dar res-
puesta para lograr la cuadratura del circulo;
una de las propuestas mas conocidas es la de
Thomas Hobbes, sin que se alcanzara nunca
el resultado esperado. Solo hasta 1882 de ma-
nera definitiva se demostr6 que el problema
no admite solucion alguna.
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Seguin Boyer, estos tres problemas, la cua-
dratura del circulo, la duplicacién del cubo
y la triseccién del angulo, han sido conoci-
dos desde entonces como los tres problemas
clasicos o famosos de la Antigtiedad. Mas de
2200 afios mas tarde se iba a demostrar que
todos estos tres problemas eran insolubles
utilizando tnicamente la regla y el compés.
No obstante, la mejor parte de la matematica
griega, y en parte la del pensamiento mate-
matico posterior, vino motivada por los es-
fuerzos para lograr lo imposible o, si estos
esfuerzos fracasaban, para modificar las re-
glas del problema; la Epoca Heroica fracasé
en su objetivo inmediato, respetando las re-
glas fijadas, pero los esfuerzos realizados se
vieron coronados con un éxito brillante des-
de otros puntos de vista.

4. Desarrollo metodolégico
4.1. Tipo de investigacion

La investigacion es de tipo descriptivo-explo-
ratorio; con ella se pretende describir el abor-
daje de los problemas irresolubles en el campo
de la divisibilidad para analizar su incidencia
en clase de matematicas; de esta forma, la in-
vestigacion se basa en una observacion sis-
tematica de los procesos en la formalizacion
de la idea de divisibilidad. Cabe aclarar que
el método descriptivo incluye los estudios de
desarrollo que tienen como principal objetivo
conocer los cambios que se producen en los
sujetos con el transcurso del tiempo. En el tra-
bajo de campo la orientacion basica es generar
conocimiento desde situaciones a que el estu-
diante espera encontrar respuesta, pero que
al abordarlos no la va encontrar; se busca que
logren argumentar usando una red concep-
tual para mostrar que los problemas no tienen
solucion.

El objetivo de una investigacion como esta es
interpretar y comprender los fenémenos, en
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este caso los educativos, y se interesa por el
estudio de los significados e intenciones de
las acciones humanas desde la perspectiva
de los propios agentes sociales, abordandose
el mundo personal de los sujetos, cémo inter-
pretan las situaciones, qué significado tienen
para ellos, lo cual no es observable directa-
mente ni susceptible de experimentacién. Se
utilizan técnicas y procedimientos de tipo
cualitativo y se enfatiza el contexto de des-
cubrimiento [9].

4.1.1. El uso del estudio de casos
en la ensefanza

Mas allé del analisis particular, el método de
estudio de casos se comienza a utilizar de una
manera amplia en la Universidad de Harvard
en 1914, aplicado a los estudios de Derecho,
desarrollado tradicionalmente en los ambi-
tos de formacién del Derecho y la Medicina,
en que se presentan casos de historias rea-
les cuya resolucion ilustra principios gene-
rales y buenas practicas, especialmente en la
Medicina.

Una reformulacion mas sistematizada del
método del estudio de casos se puede encon-
trar en la resolucion basada en problemas
(RBP), creada por McMaster en la Universi-
dad de Canada. Alli, presentado un proble-
ma, el profesor deja de ser un transmisor de
conocimientos y se convierte en un guia y
animador del grupo: alguien que pregunta,
encamina, prueba y desafia el pensamiento
de los estudiantes.

Si bien la resolucién de problemas es una
aplicacion concreta y limitada del estudio de
casos, su desarrollo y aplicacién puede ali-
mentar la mejora del planteamiento y desa-
rrollo de casos. Por lo tanto, son importantes
las reflexiones sobre la formulacién de bue-
nas preguntas, la identificaciéon de cuestio-
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nes claves y la importancia del lenguaje en
los procesos de interaccion.

4.2. Base teorica
4.2.1. Categorias de analisis

Para la construccién de categorias de andlisis
se tuvieron en cuenta dos aspectos centrales:

a) Los ejes. Se construyeron atendiendo a
que la solucién de problemas, segtin An-
donegui [3], se puede lograr si se tiene
un nivel de argumentacion, ligado a la
demostracion; ademas, Alsina y De Guz-
man [10] mencionan que los problemas
para ser resueltos requieren de una re-
presentacion para su entendimiento y de
la utilizacién de un concepto en el cam-
po de las matematicas. Asi, se logré defi-
nir tres ejes: i) formas de representacion,
ii) tipos de argumentacién y iii) red con-
ceptual. A continuacién se explica a qué
refiere cada uno de ellos.

* Eje de las formas de representacion; se otor-
ga énfasis a la deteccion de modelos
mentales que posibilitan la compren-
sion de la situacion por resolver; de igual
modo se establece que para la formaliza-
cién en cuanto a la representacion en ma-
tematicas se tienen cinco momentos, los
cuales se denominan: hablado, numérico
sin ejemplificar, numérico con ejemplifi-
cacion, grafico-algebraico, algebraico.

* Eje de tipos de argumentos; se favorece el
ingreso a la cultura de los teoremas y en
este sentido al desarrollo de la produc-
cion de teoremas y a la prueba de las con-
jeturas producidas mediante el analisis
epistemolégico y cognitivo para elegir
elementos caracteristicos para la produc-
cion y prueba de conjeturas. En el papel
de la argumentacién en las actividades

matematicas que conciernen a teoremas
se deben considerar varios aspectos de
esas actividades y se muestran en los si-
guientes momentos: formulacién, ca-
racterizacion, regularidades, conjeturas,
validacion y la aproximacion a lo formal.

* Eje de red conceptual; se prioriza la bus-
queda de significado y utilizacién de
conceptos en la construccion de la idea
de divisibilidad; este es el caso que se
plantean los siguientes momentos: divi-
sores y multiplos de un ntiimero natural,
descomposiciéon de un nimero en facto-
res primos, divisores de un nimero, las
potencias desde el punto de vista de sus
divisores, ntimero primo o compuesto,
maximo comun divisor, y minimo co-
mun multiplo.

b) Los momentos. Estos refieren a los estados
que puede tener cada eje al darle solu-
cién a un problema irresoluble. En este
sentido, se identificaron siete momentos
que corresponden al camino para darle
solucién al problema. Para identificarlos
se us6 la numeraciéon de 1 a 7, presenta-
cién que se mantiene en el cuadro de ca-
tegorias. A continuacion se explica cada
uno de los momentos.

Cabe aclarar que los momentos definidos en
las categorias de analisis, aunque delimita-
dos en cada uno de los ejes, no van ligados
de un eje a otro, lo que proporciona diferen-
tes formas de uso de los momentos en los
distintos ejes.

A continuacién se explica cada uno de los
momentos.

Formas de representacion

* Ensayo y error: se remite simplemente
a la explicacion verbal sin recurrir a al-
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goritmos para la interpretacion fisica de
resultados.

*  Numérico sin ejemplificar: el uso de un
algoritmo que no permite la interpreta-
cion fisica de resultados.

*  Numérico con ejemplificacién: uso de al-
goritmos hacia la interpretacién de resul-
tados.

* Grafico-algebraico: el uso de elementos
geométricos para la solucién del proble-
ma contiene elementos algebraicos.

* Algebraico: resolucion eficiente, plantea-
miento e interpretacion de resultados.

Tipos de argumentos

* Formulacién: segtin Boero, exploraciéon
de la situaciéon problematica, identifica-
cion de regularidades.

* Caracterizacion: identificaciéon de argu-
mentos apropiados para la validacion,
relacionados con la teoria de referencia.

* Regularidades: busqueda de argumen-
tos entrelazados para una validacién de
su tesis.

* Conjeturas: conduce a la produccion de
un texto matematico para su validez.

* Validacion: argumento que convence al
otro de su tesis.

* Aproximacion a lo formal: el uso de ex-

presiones de corte algebraico y genera-
cién de férmulas para su generalizacion.
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Red conceptual

Para la construcciéon de la idea de divisi-
bilidad se tiene en cuenta como se fueron
construyendo las nociones en cuanto a divi-
sibilidad se refiere; a continuacién se men-
ciona el orden en el que fueron apareciendo
las nociones para la construccion de la idea
de divisibilidad, segtin Andonegui [3]:

* Divisores y multiplos de un ndmero
natural.

* Descomposicion de un namero en facto-
res primos.

e Divisores de un namero.

* Las potencias desde el punto de vista de
sus divisores.

e Numero primo o compuesto.

e Maximo comun divisor.

*  Minimo comun mdltiplo.

4.2.2. Construccion inicial de casos

Para la construccion de los casos se tuvie-
ron en cuenta las habilidades que tenian los
estudiantes cuando resolvian un problema
con contenido de divisibilidad, puesto que
los estudiantes tienen distintas maneras de
representar un problema, argumentar sus
explicaciones y utilizar una nocién en parti-
cular. Para esto se dispuso de la construcciéon
de un instrumento diagnoéstico que mostrara
cuales son los estudiantes que tienen una for-
ma similar de resolver los problemas, y po-
nerlos en grupos, lo que se llamaran casos, y
analizar sus avances.
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4.2.3. Instrumentos de investigacién

La informacion se obtuvo a través de la ob-
servacion pasiva y participante, la cual utili-
za las siguientes herramientas:

Instrumentos de campo elaborados por
el investigador

* Instrumento diagnostico

Instrumento con el cual se buscéd identifi-
car el proceso que se utiliza para la solucién
de problemas a partir de situaciones que in-
volucra la divisibilidad. Ademas con el ins-
trumento se indago sobre las habilidades y
dificultades que tienen los estudiantes frente
al proceso de formalizacion, formas de repre-
sentacion y la red conceptual, alcanzado por
los estudiantes.

Dicho instrumento diagndstico consisti6é en
la solucién a seis situaciones, en la cual los
estudiantes debieron resolver los problemas
mostrando las formas de representacion que
utilizaban, asi como la red conceptual y los
argumentos utilizados.

4.3. Trabajo de campo

El trabajo de campo se inicia con la aplicacion
del instrumento diagnostico para explorar
en los estudiantes el nivel de formalizacién,
argumentaciéon y representaciéon al resol-
ver un taller con problemas de divisibilidad.
Con base en las respuestas de los alumnos,
se identificaron los aspectos en los que ha-
bian registrado dificultades para resolver los
problemas. Después se aplicaron dos prue-
bas donde los estudiantes, conformados
en grupos de cuatro, iban avanzando en la
construccion de la idea de divisibilidad, ade-
mas registraban en un protocolo de clase los
avances significativos que lograban obtener,

asi como el registro de las soluciones a cada
situacion. Por dltimo se hizo una sesion en
que se manifestaron los avances obtenidos.

4.3.1. Universo y muestra poblacional

* Poblacién: estudiantes del Gimnasio
Santa Maria del Alcdzar que han tenido
experiencia en el desarrollo de proble-
mas en torno al tema de divisibilidad.

El Gimnasio Santa Maria del Alcazar es una
entidad educativa cuyos principios se orien-
tan hacia la btisqueda de la excelencia en
virtud de los valores y el desarrollo de las
capacidades individuales de los educandos;
ellos son los promotores de su aprendizaje.

*  Muestra: se escogieron 60 estudiantes de
grado undécimo puesto que son los que
han tenido mas contacto con la soluciéon
de problemas.

*  Objetivos institucionales: calidad: hacer las
cosas bien, cumpliendo con los requisitos
establecidos. Incorporar la filosofia, va-
lores y conocimientos de calidad a todas
las funciones y actividades del gimnasio.

Excelencia: sobrepasar el cumplimiento de
los requisitos establecidos.

Innovacién: capacidad de generar, transfor-
mar, ejecutar, aceptar y promover cambios
positivos.

4.3.2. Realizacion de los instrumentos

» Instrumento diagndstico: la realizacion del
instrumento diagndstico consistié en el
desarrollo de un taller, entre el 3 y el 7
de octubre del 2011, en dos sesiones. Du-
rante esta aplicacion se solicité a los 60
estudiantes resolver seis situaciones, en
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las cuales los estudiantes debian solu-
cionar los problemas mostrando las for-
mas de representacion que utilizaban, asi
como la red conceptual y los argumentos
utilizados.

* Instrumento de aplicacion. Primera par-
te: la realizacion del primer instrumento
de aplicacién consiste en el desarrollo de
dos problemas que no tiene solucion, en-
tre el 10 y el 21 de octubre en cuatro se-
siones. Durante esta aplicacion se solicit6
a los quince grupos resolver las dos si-
tuaciones; los diferentes grupos debian
solucionar los problemas mostrando sus
procedimientos y argumentando el por-
qué de su solucién. Hay que aclarar que
los problemas que se utilizaron son de
autoria de la Escuela Pedagogica Experi-
mental, quienes los utilizaron en el 2005
para una prueba piloto que hizo parte de
una investigacion similar.

* Instrumento de aplicacion. Segqunda parte:
la aplicacion del segundo instrumento
de aplicacién consiste en el desarrollo de
dos nuevos problemas que no tienen so-
lucién, entre el 24 de octubre y el 4 de no-
viembre en cuatro sesiones. Durante esta
aplicacion se solicité a los quince grupos
resolver las dos situaciones; los diferentes
grupos debian solucionar los problemas
mostrando sus avances en las formas de
representacion, la bisqueda de férmulas
que mostraran la solucién del problema y
la validaciéon de sus aportes. Estos proble-
mas fueron tomados de la Escuela Peda-
gogica Experimental.

4.3.3. Recoleccion de los datos
Para comenzar, la informacién se obtuvo tra-
bajando en el aula de clase con dominios de

conocimiento especifico en el drea de Mate-
maticas, planteando seis situaciones proble-

RevisTa VincuLos VoL. 9 Numero 2, jutio be 2012, pp. 191-205

FORMALIZACION DE LA

IDEA DE DIVISIBILIDAD

ma que posibilitaran la organizaciéon de los
casos; en la situacion 1, de diagnostico, se
plantea a los estudiantes que den solucién a
dichos problemas usando diferentes tipos de
representacion, la argumentacion del porqué
de dicha solucién y la utilizacién de la divisi-
bilidad como solucién del problema.

En la situacién 2, de presentacion de los pro-
blemas irresolubles, se plantean dos situa-
ciones que no tienen solucién y se interroga
sobre su solucién. Aqui se pretende que los
estudiantes busquen alternativas de solu-
cién, indaguen acerca de la divisibilidad y
puedan generalizar el problema; una vez es-
cogidos los casos en grupos de cuatro estu-
diantes, cada uno de ellos hara un protocolo
de lo que va sucediendo en la medida que
va solucionando cada problema, luego pre-
sentardn una exposicion de lo elaborado y se
construirdn las definiciones pertinentes.

En cada situacién problema es posible ana-
lizar las tres fases de la formalizacion de la
idea de divisibilidad, asi como identificar los
criterios con que construyen dicha formaliza-
cion. Luego de tener los protocolos y los ins-
trumentos, se codifica plasmando las formas
de representacion, los argumentos utilizados
y la red conceptual que se us6 para resolver
los problemas; como tercera y altima fase, en
la metodologia se procede a organizar la in-
formacion retomando las categorias para el
analisis y se confronta la teorfa con las solu-
ciones de los estudiantes.

Para la interpretacion de la informacién se tu-
vieron en cuenta los resultados arrojados en
los instrumentos, contrastandolos con la revi-
sion de los documentos, para establecer si se
registra algiin cambio significativo en la for-
malizacion de la idea de divisibilidad en los
estudiantes, que se pueda ver reflejado en sus
respuestas a los problemas irresolubles.



Luego se analizaron los alcances que se ob-
tuvieron con el trabajo de problemas irre-
solubles en la construccion de la idea de
divisibilidad por medio de los estudios de
caso. Por altimo, se construye el informe, en
el que se busca identificar los aspectos mas
relevantes de la investigacién y se plasman
todas las evidencias de la realizaciéon de di-
cha investigacion.

5. Conclusiones y sugerencias

5.1. La formalizacién de la idea
de divisibilidad desde
los problemas irresolubles

Con los mencionados resultados, especifi-
camente los relacionados con el eje del pro-
ceso de argumentacién, la cual es definida
como la exploracion, formulacioén, identifica-
ciéon de posturas, validez de una conjetura,
que finalmente son una cadena de argumen-
tos y se aproxima a lo formal, y teniendo en
cuenta que este aspecto fue el mas explora-
do, tanto en los instrumentos utilizados en
la recoleccién de los datos como en los ins-
trumentos de investigacion, se observaron
diferencias significativas en los tres casos,
identificindose una tendencia positiva hacia
el trabajo de problemas irresolubles como es-
trategia de aula.

Se logré evidenciar y establecer un incre-
mento en la formalizacién de la idea de la
divisibilidad pues los estudiantes reconocie-
ron mas facilmente, a partir de una situacion
que no tiene solucion, llegar a plantear ecua-
ciones y de esta forma llegar a convertir en
algebraico el problema, ademas de validar
sus conjeturas en la utilizacion de argumen-
tos desde un punto de vista basado en la red
conceptual evidenciada.

En un principio, trabajar con una situacion
que al parecer tenia solucién, y que luego se
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demostré que no, se les dificulté mucho. Para
ilustrar esta afirmacién, se retoman apartes
de los expresado por el caso 1 en una de las
soluciones que dieron en la que se abordé
el problema “En un campeonato se jugaron
25 partidos de voleibol. Si los equipos par-
ticipantes jugaron un partido entre si, y por
cada colegio habia un equipo, ;cudntos cole-
gios participaron?”. Un grupo del caso 1 na-
rraba que no se podia resolver el problema,
debido a que no entendia qué era un ntimero
consecutivo, situaciéon que se resolvié en una
explicacion acerca de los ntimeros naturales
y enteros, en los cuales se encuentran este
tipo de ntiimeros. Hacia el final de la inves-
tigacion, los grupos que pertenecian al caso
1 ya no respondian que no tenia solucién el
problema, sino que su iniciativa se basaba en
la busqueda de teoria para fundamentarse y
buscar una posible solucion.

5.2. Avance en el proceso
de formalizacién por eje
y atendiendo a las
caracteristicas de cada grupo

El aspecto de la red conceptual mostré cam-
bios evidentes durante la aplicacion de los
dos instrumentos y las exposiciones realiza-
das. Al iniciarse la aplicacion de los instru-
mentos y abordar los problemas irresolubles
se identific6 que los diferentes grupos no en-
contraban relacion de los problemas con el
tema de la divisibilidad; en un momento de
la discusion en las exposiciones hubo la ne-
cesidad de definir qué era un niimero consecu-
tivo y desde ese instante se supo que se tenia
que trabajar en el campo de la divisibilidad,
lo cual permiti6 que se abordara el tema a
profundidad.

Hacia el final del proceso investigativo se ob-
servo un cambio positivo: se reconocié no solo
cudl era el tema que se iba a trabajar, sino tam-
bién que los problemas no tenian solucion; se
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necesitaba mostrar, por medio de férmulas,
argumentos y un uso adecuado de represen-
taciones, por qué los problemas no tenian so-
lucién; se plasmo esto en los protocolos y las
exposiciones realizadas por los casos.

Con respecto a los protocolos y las exposicio-
nes realizadas por los grupos que conforma-
ban los tres casos, los estudiantes afirmaron
que lo mas importante de haberlo hecho fue
analizar diferentes posturas para darle vali-
dez y generar conceptos en grupo con el fin
de avanzar en el aprendizaje de un tema que
para ellos era un tanto dificil.

En cuanto al aspecto de las formas de repre-
sentacion, los resultados arrojados por los
dos instrumentos no muestran una variacion
significativa, ya que la representacion que
hacian pasaba de lo numérico sin ejemplifi-
cacion, luego retomaban algunos ejemplos
para mostrar lo hecho y por tltimo la utili-
zacion de ecuaciones y férmulas (algebraico)
para generalizar cada uno de los problemas.

Los tres casos cumplieron con la tarea. En el
seguimiento que se hizo a la elaboracién de
los protocolos se observé que en la primera
semana fue dificil para los grupos mostrar
las discusiones en torno a los problemas, ya
que se basaban en lo que se decia, por ejem-
plo “no se puede”, “qué hacemos”... y no en
las elaboraciones matemaéticas que debian re-
gistrar. Los grupos que corresponden al caso
1 especificamente, no lograron hacer unos
protocolos acordes para el analisis de su con-
tenido. Ya en la segunda semana lograron
realizar el ejercicio enfocdndose en lo mate-
matico, referente a las representaciones, los
argumentos y los conceptos que involucra-
ban los problemas.

RevisTa VincuLos VoL. 9 Numero 2, jutio be 2012, pp. 191-205

FORMALIZACION DE LA

IDEA DE DIVISIBILIDAD

5.3. Implicaciones para el aula
de clase (papel del profesor,
dinamicas de clase y abordaje
de problemas irresolubles)

En cuanto a la metodologia utilizada, el es-
tudio de casos result6 una herramienta ade-
cuada para el propodsito y objetivos que
perseguia la presente investigacion; se tuvie-
ron en cuenta las limitaciones de tiempo, de
recursos y el bajo control sobre la diversidad
de procesos y acontecimientos con los que se
cuenta en la situacién natural que represen-
ta la cotidianidad institucional. Sin embar-
go, la muestra no resulta representativa para
permitir formular generalizaciones y, ade-
mas, fue evidente una baja confiabilidad y
validez.

En cuanto a los instrumentos que se utiliza-
ron, la variacion en los avances de los casos
en las dos aplicaciones realizadas reflejan
tendencias del momento por el cual estan
atravesando, y para una investigacién mas
rigurosa se hace necesario un instrumento
estandarizado con mayor grado de validez
y confiabilidad que pueda medir el avan-
ce en lo formal de los sujetos participantes
(pretest-postest) para poder identificar las
diferencias entre una y otra aplicacion y asi
medir realmente el impacto de los problemas
irresolubles, contrastando esta informacién
con observaciones de corte cientifico, es de-
cir que sean orientadas hacia un objetivo ya
formulado, con un plan sistematico y contro-
lado, sobre el avance y desempefio de los es-
tudiantes en cuanto al trabajo con el tema de
la divisibilidad.

Se sugiere, ademads, recoger informacion de
los documentos o registros, como protocolos,
exposiciones u otro tipo de registro que se tie-
nen de cada grupo y que forman parte del pro-
ceso pedagogico-institucional que cada caso



adelanté. Lo anterior es necesario porque los
datos que reflejaron mayor confiabilidad en
el estudio de casos fueron los protocolos y las
exposiciones de los grupos, realizados a par-
tir de los documentos revisados.

5.4. Proyecciones, expectativas
y sugerencias

Para la realizacién de una investigacion mas
rigurosa, un estudio de casos no resulta ser la
metodologia adecuada que permita formular
generalizaciones con un grado de control y
validez interna y externa medio o alto; se su-
giere una metodologia en la que el investiga-
dor deba inspirar a los estudiantes dandoles
confianza para un trabajo méas completo y asi
lograr més facilmente un avance en lo formal
basado en los problemas irresolubles como
estrategia de aula; o también se puede uti-
lizar una investigacién enmarcada en el pa-
radigma empirico-analitico y de corte cuasi
experimental, pues en la presente investiga-
cion no se tuvieron en cuenta muchas varia-
bles extrafias o intervinientes, a las cuales,
posiblemente, puedan deberse algunos de
los cambios detectados en los casos.

Como se tenia pronosticado desde un princi-
pio, esta investigacion simboliza solo los pri-
meros pasos de un prolongado camino que
apenas se aprecia. Tal vez lo importante fue
empezar por esta travesia, ya que los proxi-
mos pasos serdn dados con mayor seguri-
dad para alcanzar la siguiente meta de este
recorrido.
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