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Las leyes de tercero excluido
y contradiccién como valores
limite en loégica difusa

The laws of excluded middle and
contradiction as limit values in fuzzy logic

Resumen

Este articulo presenta el estudio de las leyes de tercero ex-
cluido y contradiccion de la 16gica clasica extendidas a la
légica difusa dado que en esta dltima, en general, no se satis-
facen. El objetivo es presentar las condiciones por las cuales
estas dos leyes se cumplen como valores limite, con la elec-
cion correcta de los operadores logicos difusos.

Palabras clave: Operadores logicos, logica clasica, 16gica
difusa.

Abstract

This paper presents the study of the laws of excluded
middle and contradiction of classical logic in fuzzy logic
because in the latter, in general, are not satisfied. The aim is
to present the conditions under which these two laws as limit
values are met with the correct choice of the fuzzy logical
operators.

Key words: Classical logic, fuzzy logic, logical operators.

1. Introduccion

La logica clasica considera proposiciones bzvalentes, esto es,
una proposicién p puede tomar dos posibles valores de ver-
dad: falso o wverdadero, representados con 0 y 1. Las
proposiciones se clasifican en afdnzicasy compuestas. Las segun-
das se forman a partir de las primeras uniéndolas con gperadores lggicos
cldsicos. Los cinco operadores usados son: conjuncion (ope-
rador “y” denotado como ®), disyuncién (“o0”, @), negacion

“no”,”), implicacion (“si, entonces”, =) y equivalencia (“‘si y
solo si”, <) cuyas tablas de verdad se muestran en la Tabla L.
Si p y ¢ son proposiciones atémicas entonces p®q, pPq, P,
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Pp=q v p&q son proposiciones compuestas. Las proposiciones compuestas también se
usan para formar nuevas proposiciones usando los mismos operadores logicos, por

ejemplo, (p®g)D(p=>¢).

La parte de la logica que determina el valor de verdad de una proposicion (atémica o
compuesta) a partir de los valores de verdad de sus proposiciones atomicas y de la
forma como se operan usando operadores logicos se conoce como /lgica proposicional.
En esta logica es usual s6lo usar los operadores ®, @, y’, dado que = y < se pueden
expresar en términos de los tres primeros como se muestra en la Tabla I (d y ¢).

Tabla |. Tablas de verdad de los operadores l6gicos En logica difusa los valores de ver-
en légica clasica. (a) 'y, (b) "0’ {c) "o, (d) *si, dad se representan con un numero real
entonces” y (e) “si y sélo si” [1]. P
®) © en el intervalo cerrado [0,1], lo cual la
| q | pDq hace un tipo de légica multivalente (mal-
0 tiples valores de verdad). Las
1 proposiciones pueden entonces tomar
un continuo de valores de verdad. Los
operadores logicos difusos “y” (A),
d) “0” (V), “no” (=), “si, entonces” (=)
4 y “siy solo si” (¢) son una generali-
zacién de los clasicos y se reducen a
estos ultimos cuando los valores de
verdad sobre los que operan son los
(€ del conjunto {0,1}. Los operadores
4| (P'@P®@p®q) — y <> también se expresan en térmi-
Y nos de A, V y —, pero a diferencia de
su contraparte bivalente, existen varias
definiciones no equivalentes entre si [2],

(3], [4]-

En logica clasica existen dos leyes importantes conocidas como /ly de tercero excluido (1)
y ley de contradiccion (2) dadas por las siguientes férmulas:

— o o

— o o

o — o
—_

—_— o o

p

0
0

—_— o oOT
— o — ofa

—_

g® ¢ =1 (1)
g® ¢ =0 (2)

Siendo ¢ una proposicion que toma valores de verdad en {0,1}. Las versiones difusas
de (1) y (2) estan dadas al cambiar ®, @, y " por A, V y —. Se conoce de la literatura [2],
[3], [4], que en general ¢gV—g#l y gA—g#0, donde ¢ toma valotres de verdad en el intet-
valo [0,1]. Esta es una de las caracterfsticas que ha diferenciado la logica difusa de la
logica clasica.

La légica clasica ha sido un instrumento importante en el desarrollo de los circuitos
digitales, y en general, de cualquier sistema donde sus elementos puedan ser modelados
en forma bivalente. La l6gica difusa es tema actual de aplicaciones de ingenierfa [5], [6],
[7], dada su capacidad para involucrar la incertidumbre y conceptos imprecisos cercanos
al lenguaje natural en los modelos que se desarrollan. El tipo de aplicaciones abarcan

INGENIERIA + Vol. 16 * No.1  ISSN 0121-750X + UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS 51



Las leyes de tercero excluido y contradiccién como valores limite en légica difusa

control difuso, redes neuro-difusas, prediccion de series de tiempo, pruebas de hipotesis
estadisticas, entre otras.

En el disefio de sistemas basados en légica clasica se conocen herramientas analiticas
que soportan el proceso de optimizacioén del sistema a través de simplificacion, tal es el
caso de los mapas de Karnaugh o el método de Quine-McCluskey usados comtunmente
en el disefio de circuitos digitales [8]. En recientes aplicaciones de ingenieria [9] orientadas
al control difuso se ha reconocido la importancia de la optimizacion de los controladores
disefados a través de un proceso analogo de simplificacion. En la logica clasica expre-
siones del tipo (p®¢9)D(p®¢), que puede describir por ejemplo un circuito digital con
cuatro compuertas logicas como el de la Figura 1, puede ser simplificada simplemente
a p usando la ley de tercero excluido (1) en la forma (p®q)@(p®4)=p®(¢@4)=p&1=p
debido a que en esta légica se cumplen las propiedades de distributividad y 1 es el
elemento identidad de la operacién “y” (®). El problema se encuentra en que lo antetior
no es cierto si se reemplaza ®, @, y " por A, V y — para el caso difuso dado que, en
general, la ley de tercero excluido no se cumple. Un comentario analogo aplica para
expresiones del tipo (p09)®(p®D4) y el uso de la ley de contradiccion (2).

Existen resultados (|2], teoremas 3.22 y 3.23)
que establecen la férmula matematica para que
los operadores A, V y —, también llamados
t-norma, t-conormay complemento difuso respectiva-
mente, cumplan ¢V—g=1y gA—¢=0 para
todo ge [0,1], sin embargo esto trae el proble-
ma de la pérdida de la propiedad de
distributividad de los operadores A y V uno
respecto al otro ([2], teorema 3.24). Esto mo- Figura 1. Circuito digital de dos entradas con

. . cuatro compuertas légicas. De izquierda a
tiva a encontrar formas alternativas para €l gorecha una compuerta *no”, dos compuertas
3

cumplimiento de las leyes de tercero excluido “y” y una compuerta “o”
y contradiccién investigando en su teorfa ma-
tematica. La Tabla II muestra algunos operadores difusos tomados de la literatura [2],

[17], [18], que cumplen una o ambas leyes.

p

El objetivo de este articulo es mostrar que para ciertas elecciones del operador logico
difuso “no” (=) se pueden cumplir las versiones difusas de (1) y (2) por medio de un
proceso de limite. Para realizar esto es necesario establecer el marco matematico de
trabajo lo cual se hace en las secciones 2 y 3. En la secciéon 4 se presenta el resultado
deseado. La seccion 5 muestra la conclusion del articulo.

2. El intervalo unitario

El elemento basico en légica difusa es el intervalo 0,1 de ndmeros reales. Aunque es de
importancia este conjunto no sera objeto de caracterizacion en este articulo. Se usaran
propiedades conocidas de la literatura de las matematicas. Para mds detalles se puede
consultar textos estindar de matematicas [10] donde se presentan las propiedades basi-
cas de los nimeros reales K.
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Tabla Il. Resumen de algunos operadores difusos que satisfacen una o ambas leyes

ipl = [0.1 vl Iscao Contradiccion
Tripleta de operadores con p.q=[0.1] parametro excluido
Complemento estandar, t- p=l-p
norma y tconoma de phg=0vip+g-1) Si 8
Lukasiewicz pVa=1n(p+q)
p=1-p
p sig=1

Ag= 31 p=1
Complemento estandar, I Peq |{Jr P
0

noma y t-conoma en ofro caso i St
drasticas p sg=0
PNg=1q sp=0
| |l enotrocaso
- o t —p=(1-pht'r No se cumple
omp leme nto, Enorma y (- r rllr - = 3 para todo
phg=1-12((0-p) +(1-g))" ") r(0.=) 51 para todd
conorma de Yager - [y re(0.o)
pNg=1rlip +q ) ]

* anb=infla.b}yavh=supiab}pama.be[0]]

El intervalo 0,1 viene dotado de la relaciéon de orden usual < heredada de R. Esta
relacién de orden es total ya que tiene las siguientes cuatro propiedades para todo a,b,ce 0,1:

* Reflexividad: o <

* Anti-simetria: ¢ < by b < g implican a=b
e Transitividad: ¢ < by b < ¢implican a < ¢
* Linealidad: «< bo b<a

La propiedad de linealidad también se expresa diciendo que a<é 0 a=b o a>b, siendo
estas opciones excluyentes entre si, lo cual se conoce como #ricotomia. Entonces ([0,1];<)
es un conjunto totalmente ordenado, también llamado conjunto linealmente ordenado o cadena.

Los conceptos de cota superior, cota inferior, supremo e infimo son importantes aqui. Sea el
conjunto ACR y be R. Se dice que & es una cota superior de A si y solo si a<b para todo
ae A. Una cota supetior a de A es la minima cota superior de A o supremo de A si 'y sélo si,
para cualquier otra cota superior b de 4, se cumple que 4<b. Se simboliza esto de la
forma a=supA. Los conceptos de cota inferior y mdxima cota inferior o infimo se definen de
forma similar. Esto dltimo se simboliza de la forma infA.

Una de las propiedades més importantes de R, y en particular de [0,1]cR, es el si-
guiente teorema que establece la existencia del supremo.

Teorema 1 (Existencia de supremo) [10]| Todo conjunto no vacio de niimeros reales
superiormente acotado tiene supremo.

Un resultado analogo para la existencia del infimo es el siguiente teorema.

Teorema 2 (Existencia de infimo) [10] Todo conjunto no vacio de niimeros reales inferiormente
acotado tiene infimo.

La unicidad del supremo e infimo se puede probar. Esto justifica hablar de/ supremo y el infimo.
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Teorema 3 (Unicidad de supremo) S7 un conjunto no vacio de niimeros reales tiene supremo
entonces es 1inico.

Demostracién. Sea 4 un conjunto no vacfo de nimeros reales y sea ¢ una cota superior
de A. Por el Teorema 1 entonces existe un 4, llamado supremo, tal que para todo a€ A4,
asby b=c. Sean b, y b, dos supremos de A. Entonces 4,<b, ya que b, es un supremo y b,
es una cota supetior de.A.. De igual forma 5,<b, ya que b, es un supremo y b, es una cota
superior de A. Por anti-simetrfa se concluye que 4,=b,.

Teorema 4 (Unicidad de infimo) S7 un conjunto no vacio de niimeros reales tiene infimo
entonces es 1inico.

Demostracion. La demostracién es analoga a la unicidad del supremo.

De los subconjuntos de [0,1] que son de importancia son los conjuntos {6} formados
por dos elementos 4,b€ [0,1]. En estos subconjuntos es claro que </ o /<a. En el primer
caso el elemento « es una cota infetior del conjunto no vacio {a,b}, dado que a<ay a<b,
mientras que & es una cota superior dado que a<by ¢<b. De los Teoremas 1-4 se deduce
que sup{a,b} e inf{a,b} existen y son tnicos. Como inf{a,/} es una cota inferior de {a,0}
entonces cumple la desigualdad inf{a,b}<a, y por ser la mayor de todas las cotas infetiores
cumple la desigualdad #<inf{s,b}. De esto se deduce que inf{a,b}=a por anti-simettfa.
Con un razonamiento andlogo se puede deducit que sup{a,b}=4. Usando un argumento
andlogo se puede mostrar que si /<a entonces inf{a,b}=by sup{a,b}=a.

Usando la notacion avb=sup{a,b} y anb=inf{a,b} entonces por lo mostrado en el
parrafo anterior se observa que V y A son operaciones binarias en [0,1], es decit, son
funciones de [0,1]* a [0,1]. Estas operaciones cumplen las siguientes propiedades para
todo a,b,c€ [0,1] cuyas demostraciones se pueden consultar en textos estandar de
matematicas [11], [12].

ava=a
a Na =a 3)

aNvb=avb
anNb=bAa “4)

aNv({bve =@vbve
anN(bAre =(@nbAc ®)
aV(anb =a

a N(a Vb =a (6)

Las propiedades (3), (4), (5) y (6) son lamadas idempotencia, conmutatividad, asociatividad y
absorcidn. Otro par de propiedades que conectan la relacién de orden < con las operacio-
nes V y A son las siguientes [11], [12]:

a<b siysolosi a Ab=a y %

a<b siysolosi a Vb=1b ®
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3. Operadores difusos

3.1. Complementos difusos

El operador logico difuso “no” (—) es también conocido en la literatura como complemento
difuso. Un complemento difuso esta definido como una funcién — para todo a€ [0,1] por:
—:[0,1] — [0,1]
a — —a

Esta funcién asocia el valor —ae [0,1] con el valor a€ [0,1]. Los complementos difusos
siempre deben cumplir por lo menos dos requerimientos axiomaticos:

Axioma 1 (Condiciones de frontera) —0=1 y —1=0
Axioma 2 (Monotonia) Para todo a,be [0,1], si a<b entonces —az—b

Existen muchas funciones que cumplen con los dos axiomas anteriores. En este articulo
se asume el siguiente axioma adicional.

Axioma 3 (Continuidad) E/ complemento difuso (=) es una funcion continna.
Teorema 5 57 —:[0,1]1—=[0,1] es un complemento difuso continuo, entonces es sobreyectivo.

Demostracion. Se debe demostrar que dado un b€ [0,1] entonces existe por lo menos
un € [0,1] tal que —a=5. Sea la funcién Q(x)=—wx-b definida para xe [0,1] con & constante.
Por hipétesis — es continua, por lo tanto ¢ también lo es. Como ¢(0)=—0-6=1-6=0 y
0(1)==1-b=-4<0 usando el Axioma 1, entonces por el teorema del valor intermedio del
calculo elemental aplicado a ¢ existe a lo menos un «€ [0,1] tal que ¢(a)=0, esto es, —a=b.

Otra propiedad importante esta relacionada con lo que se conoce como punto fijo,
también conocido como punto de equilibrio o sdlo equilibrio [2], que se define como sigue.

Definicion 1 Un punto fijo es un valor E€ [0,1] para el cnal —E=E.

El siguiente teorema establece que si existe un punto fijo para un complemento difuso
entonces debe ser unico.

Teorema 6 [2] Cada complemento difuso tiene a lo mds un punto fijo.

El siguiente teorema muestra que la continuidad del complemento difuso es condicién
suficiente para la existencia y unicidad del punto fijo.

Teorema 7 [2] S7—:[0,1]—>[0,1] es un complemento difuso continno, entonces el complemento tiene un
tinico punto fijo.

El punto fijo & es un valor en el intervalo cerrado [0,1], sin embargo su definicién y las
condiciones de frontera de los complementos difusos dadas en el Axioma 1 exigen que
pertenezca en forma estricta al intervalo abierto (0,1). Esto lo establece el siguiente teorema.

Teorema 8 S7 ¢/ punto fijo & existe para un complemento difuso (=) entonces cumple la designaldad
estricta 0<E<1.

Demostracion. Por hipdtesis existe el punto fijo & y por el Teorema 6 éste es unico. Se
sabe que &€ [0,1], es decir 0<E<1. Supdngase que E=0, entonces por la definicién 1 se
tiene que —~E=—0=0 lo cual contradice la condicién de frontera =0=1. De igual forma
supongase que =1, entonces —=E=—1=1 lo cual contradice la condicién de frontera
—1=0. Por lo que &0 y &E#1 y como consecuencia 0<&<1.
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Dado que los Axiomas 1 y 2 siempre se cumplen para los complementos difusos, en lo
que sigue del articulo se consideraran sélo aquellos que cumplen adicionalmente el Axioma
3. Por los Teoremas 5-8 se deducen las siguientes caracteristicas:

* El complemento difuso es una funcién sobreyectiva continua que cumple las
condiciones de frontera —0=1 y —1=0.

* Existe y es tnico el punto fijo & que cumple la desigualdad estricta 0<&<1.

La Tabla III muestra un resumen de algunos complementos difusos tomados de la
literatura [2] 3], [13], [14], que cumplen con los tres axiomas dados. Se alerta al lector que
los complementos aqui mostrados no son los tnicos que los cumplen.

Tabla Ill. Resumen de algunos complementos difusos continuos

Complemento Intervalo Valor del Valor al
para todo a 2[0,1] parametro punte fijo que converge
| 1/2
| 1+ r) -1 E T
l-a _ e |l ———— =0 S0 sir—m
] = — re(=Lw) L= ) ?
Lera | 1/2 r=0 S 1Tsir—-17
3 4 . E0tsir— o0t
a=—attr re(0,m) z= (12" e
E=1sir—=w
7 4 E
r=(1-a) " r Ea0tsiroot
= —— re(0.m) 2= ? )
a+r=(l-a) 1+r §= 1 sir—o
—a=l-a =12

—a=1-(1=-(1-a)' ")’ re(0,m) E=1-(1/2f A
E=1 ar o«
}
" _— . = =0 s1ir—0
—a=(1-(-(1-a"/ rella) --(I—I] "I'] )
: E=17sir 2w
A . E=20"sir—ow-
—a=log,| re(0,mlr=1 Z=log,| —
p—p 0 -1 E—=17sir = 0"
| a=0
* [ o (« ) & ( ) Ea0 sir—o o
a = jexpl ae(0, re(0,m E ek _Jr_ =
| In(a) = P E17sir =0

4] a=1

* Hste complemento ha sido redefinido en =0y a=1 respecto al que se encuentra en la literatura 3] para evitar el calculo del logaritmo
natural en estos valores. De esta forma se logra un complemento bien definido.

3.2. T-normas

_2>

El operador légico difuso “y” (A) es también conocido en la literatura como #norma.
Una t-norma esta definida como una funcién A para todo g,b€ [0,1] por:

A 0,1 = [0,1]
(a, b) > aAb

Una t-norma es una operaciéon binaria sobre el intervalo unitario que satisface por lo
menos los siguientes axiomas patra todo a,b,c€ [0,1]:

Axioma 4 (Condicion de frontera) aAl=a
Axioma 5 (Monotonia) 57 b<c implica aAb<aAc
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Axioma 6 (Conmutatividad) aAb=bAa
Axioma 7 (Asociatividad) aA(bAc)= (aAb)Ac

En la literatura [2]-[4] [14]-[18] se encuentran algunos ejemplos de t-normas definidas
para todo a,b€ [0,1] como las siguientes:

alAb =a ND ©)

alAb =ab (10)
a sib =1

gA/j:{b sia = 1 11)
0 en otro caso

Las t-normas (9), (10) y (11) son lamadas estdndar, producto y dristica. La t-norma estandar
es importante dado que representa una cota superior para cualquier otra t-norma. Esto
lo establece el siguiente teorema.

Teorema 9 Para todo a,be [0,1] se cumple que 0SaAb<anb

Demostracion. La desigualdad 0SaAb es clara por la definicién de t-norma. Por los
Axiomas 4 y 5 se deduce que aAb<aAl=a dado que b<1. Ademis por el Axioma 6 se
tiene que aAb=bAa<bAl1=b ya que al. Si a<bh entonces anb=a=aAb. De igual forma si
b<a entonces anb=b=aAb.

3.2. T-conormas

El operador l6gico difuso “o0” (V) es también conocido en la literatura como #conorma.
Una t-conorma estd definida como una funcién V para todo a,be [0,1] por:

Vv : [0,1]* = [0,1]
(a, by > avyb

Una t-conorma es una operacién binaria sobre el intervalo unitario que satisface por
lo menos los siguientes axiomas pata todo a,b,ce [0,1]:

Axioma 8 (Condicion de frontera) ay0=a
Axioma 9 (Monotonia) S7 b<c implica ayb<ayc
Axioma 10 (Conmutatividad) ayb=bVya
Axioma 11 (Asociatividad) aVy(bVc)= (aVb)yc

Se pueden encontrar en la literatura ejemplos de t-conormas definidas para todo
a,be [0,1] como las siguientes:

aVb=avb (12)

aVb=atb -ab (13)
a sib =0

aV b :{!7 sta = 0 (14)
1 en otro caso

Las t-conormas (12), (13) y (14) son llamadas estandar, suma algebraica y dristica. De igual
forma que en el caso de las t-normas, la t-conorma estandar representa una cota inferior
para cualquier otra t-conorma como lo establece el siguiente teorema.
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Teorema 10 Para todo a,be [0,1], se cumple que 12ayyb=avb

Demostracion. Aniloga a la demostracién del Teorema 9.

4. Condiciones limite

Teorema 11 7 —:(0,1]—=[0,1] es wn complemento difuso continno, entonces para todo ac [0,1] se
cumple que an—a<&<av—a.

Demostracién. Por los Teoremas 6 y 7 el punto fijo & existe y es unico. Por el Teorema
5 el complemento es sobreyectivo, de esta forma ae [0,1] aplica sobre —ae [0,1]. Si a<
entonces —a—&= (por la Definiciéon 1 y el Axioma 2) y por lo tanto a<&<—a. De la
tltima desigualdad se deduce que av—a=—af 'y ar—a=a<&. Si E<a entonces E=—E>—a
y por lo tanto —a<&<a. Se deduce que av—a=a>f y arn—a=—a<&.

Reuniendo las desigualdades de los Teoremas 9, 10 y 11 se tiene que para todo a€ [0,1]
se cumple 0<aA—a<ar—a<i<av—asay—a<l, o escrita en forma resumida para
cualquier t-norma y t-conorma:

La desigualdad anterior es valida para cualquier complemento difuso continuo y cualquier
t-norma y t-conorma.

0L aA—a<E<Lay —a< 1 (15)

En general, si — es un complemento difuso continuo que tiene un punto fijo tal que
E—1" 0 —0" entonces por (15) se deduce que aV—a —1" o aA—a0" respectivamente
para cualquier t-norma y t-conorma. HEsto muestra la ley de tercero excluido y
contradiccion como valores limite en 16gica difusa. Se debe observar que al cumplirse
una de las dos leyes en el limite entonces la otra no lo hace. Lo anterior no contradice el
Teorema 8 dado que son valores limite.

Se observa de la Tabla III que algunos puntos fijos tienden a 1 o 0 por izquierda o
derecha para alguno de los puntos extremos del intervalo del pardmetro del cual
dependen. Este no es el caso del complemento —a=1-a, conocido como complemento
estandar [2], [13], dado que su punto fijo tiene el valor constante 1/2.

5. Conclusién

Se ha mostrado que en logica difusa las leyes de tercero excluido y contradiccion se
pueden cumplir como valores limite con la eleccion correcta del operador légico difuso
“no” (=), también lamado complemento difuso. Este complemento difuso debe ser conti-
nuo para garantizar que tenga un tnico punto fijo &. Si dicho punto fijo depende de
algiin parametro, debe exigirse que tienda a 1 o 0 en su valor limite para algun valor del
parametro del cual depende. Con estas condiciones se garantiza que las leyes de tercero
excluido y contradiccién se cumplen también en el limite para cualquier par de operado-
res logicos difusos “y” (A) y “0” (V). También se ha mostrado que al cumplirse una de
las dos leyes en el limite entonces la otra no lo hace.
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Como trabajo futuro se espera aplicar los resultados aqui descritos en el desarrollo de
métodos de simplificacion de expresiones donde aparecen operadores difusos, analo-
gos a los existentes en la légica clasica (mapas de Karnaugh o método de
Quine-McCluskey). Esto con el fin de desarrollar metodologfas de optimizaciéon de
sistemas difusos aplicados a ingenierfa.
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