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Resumen

El siguiente estudio documenta la identificacion y
descripcion de las caracteristicas sobre el cambio y la
variacion asociadas al uso de los recursos semidticos que
emergen en las producciones de estudiantes de grado
octavo en tareas de generalizacion sobre secuencias de
patrones figurales. En ese sentido, se aborda a través de
elementos de la Teoria de la Objetivacién (TO) mediante un
andlisis multimodal del pensamiento, donde a partir de los
mismos, se disefiaron, crearon, adaptaron e implementaron
tres tareas de secuencias figurales con aspectos del contexto
cultural del pueblo Guajiro, como los tejidos y el cultivo
de maiz.

El andlisis de los resultados vislumbra la emergencia
del uso de recursos semidticos de objetivacion mediante
acciones corpdreas, mediadas por signos escritos,
hablados y artefactos, con los cuales identifican las
variables intervinientes gracias a la actividad multimodal
(multisemiodtica) con la gran riqueza y multiplicidad del
uso coordinado y reducido de no sélo recursos cognitivos
sino también fisicos y perceptuales, mediante multiples
formas de expresiéon y representacion y les permite
encontrarse con caracteristicas del cambio y la variacion
tales como: (I) lo que cambia y permanece constante; (II)
reconocimiento de la variacidn; (III) la cuantificacion del
cambio; (IV) identificacion de variables intervinientes; (V)
el campo de variacion o el universo de cada variable; (VI)
relaciones de covariacion en el nivel contextual y simbdlico
de generalizacion entre las cantidades intervinientes como
procesos de objetivacion.

Palabras clave

Cambio y variacion, recursos semioticos de objetivacion,
generalizacion de patrones figurales, variables
intervinientes, covariacion.
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Abstract

The following study documents the identification and
description of the characteristics of change and variation
associated with the use of semiotic resources that
emerge in the productions of eighth grade students in
generalization tasks on sequences of figural patterns. In
this sense, it is approached through elements of the Theory
of Objectification (TO) by means of a multimodal analysis
of human thought (Radford, Edwards and Arzarello, 2009),
where, based on them, three tasks of figural sequences
were designed, created, adapted, and implemented with
aspects of the cultural context of the Guajiro people, such
as weaving and corn cultivation.

The analysis of the results shows the emergence of the
use of semiotic resources of objectification through
corporeal actions, mediated by written and spoken signs,
and artifacts, with which they identify the intervening
variables thanks to the multimodal (multisemiotic)
activity with the great richness and multiplicity of the
coordinated and reduced use of not only cognitive but
also physical and perceptual resources, through multiple
forms of expression and representation and allows them
to encounter characteristics of change and variation
such as: (I) what changes and remains constant; (II)
recognition of variation; (III) quantification of change;
(IV) identification of intervening variables; (V) the field of
variation or the universe of each variable; (VI) covariation
relationships at the factual, contextual and symbolic
level of generalization between intervening quantities as
processes of objectification.

Keywords

Change and variation, semiotic resources of objectification,
generalization of figurative patterns, intervening variables,
covariation.



Introduccion

Esta investigacion surge teniendo en cuanta que se hace
mayor énfasis en el estudio de la aritmética y la geometria
desde primaria con operaciones y resolucion de problemas
(Sanchez, 2013), planteados en libros de textos que se
abordan con procedimientos repetitivos, sin ningtn
razonamiento mas alla de reconocer problemas similares
(Vergel y Rojas, 2018), sin ayudar a los estudiantes a
identificar el cambio y la variaciéon, con la ayuda de
relaciones entre cantidades o variables intervinientes
(Grupo Pretexto, 1999; NCTM, 2000; Vasco, 2002; Godino
y Font, 2003; Posada et al., 2006; MEN, 2006; Blanton y
Kaput, 2004, 2011; Sanchez, 2013; Canadas y Molina,
2016; Caballero y Cantoral, 2017; Barajas et al., 2018;
Zapatera, 2018a, 2018b; Vergel y Rojas, 2018; Carraher
y Schliemann, 2019; Vergel et al., 2020; Radford, 2013,
2020b), y la dependencia de variables mediante procesos
de generalizacién de patrones, como una herramienta
potencial para motivar y fortalecer el desarrollo del
Pensamiento Algebraico (PA) considerado como una
de las formas fundamentales de abordar el algebra en
la escuela (Kieran, 1989; Azarquiel, 1993; Mason, 1996;
Godino y Font, 2003; Godino et al., 2012; Radford, 2013;
Vergel y Rojas, 2018), que les permita a los estudiantes
“establecer relaciones y poner a prueba propiedades
matematicas promoviendo asi la observacion, prediccion,
modelacion, argumentacion, comprobacion de hipotesis,
entre otras, que acerquen a los estudiantes a expresiones
de generalidad” (Vergel et al., 2020, p. 68).

De igual manera, el dlgebra en secundaria se aborda
como manipulacién y operaciones numéricas de letras
y numeros, sin dar significados a dichas expresiones
simbolicas, es decir, los estudiantes encuentran dificultades
asociadas al uso del simbolismo alfanumérico del dlgebra
y al significado que se les asigna al mismo en contextos
matematicos (Grupo Pretexto, 1999; Rojas y Vergel, 2018;
Vergel y Rojas, 2018).

Por otro lado, a nivel curricular esta propuesta es
fundamental, debido a que, en varios paises se considera
el estudio del cambio y la variacion junto a los procesos de
generalizacion de patrones importantes en la formacion de
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los estudiantes desde muy tempranas edades, como el caso
de Espafia, Canada, Australia, Costa Rica, Chile, Corea y
Singapur (Zapatera, 2018a), Estados Unidos (NCTM, 2000)
y Colombia (MEN, 2006; Vergel y Rojas, 2018).

Finalmente, se comparte el hecho de que en los salones de
clases de matematicas se desconocen las producciones de
los estudiantes, cuando abordan tareas matematicas, en
concreto se hace referencia a aquellas que no se perciben a
simple vista, cuando construyen argumentos, explicaciones
o razonamientos y formas de pensar al trabajar con ideas
matematicas, a través del lenguaje corporal, potencializado
con el discurso (oral, escrito) y los gestos (Posada et al.,
2006; Vergel, 2016; Vergel y Rojas, 2018; Rojas y Vergel,
2018; Vergel et al., 2020).

De esta manera, uno de los enfoques en la educacién
matematica se basa en la perspectiva semidtica-cultural
de la TO de Radford (2006b, 2018a, 2020a), en la cual se
soporta esta investigacion, dado que brinda herramientas y
una mirada sociocultural, para lograr identificar y describir
las caracteristicas del cambio y la variacién asociadas al uso
de los recursos semioticos que emplean, piensan, usan y
movilizan los estudiantes para expresar ideas y PA como
una actividad reflexiva y sensible mediada por signos,
evidenciada en los gestos, el lenguaje natural, las acciones y
los artefactos (Vergel, 2014, 2016), abordada mediante una
actividad multimodal del pensamiento humano (Radford
et al. 2009) en el contexto de secuencias de patrones
figurales, como aquellas secuencias numéricas apoyadas
en figuras (Lasprilla, 2014).

La TO segun Radford (2020b), es una teoria educativa
de corte histérico-cultural inspirada en la psicologia de
Vygotsky y la teoria de la actividad de Leontyev que
“[...] busca comprender la accién de los sujetos segtin los
limites y posibilidades que ofrece su marco social, politico,
histérico y cultural” (p. 18), y generar actividades ricas en
saberes y transformaciones de los individuos implicados,
en las cuales se manifiesten procesos sensibles, sensuales,
poéticos, criticos de encuentro con el saber cultural,
donde el aprendizaje es “una accion reflexiva particular
mediada por artefactos, que permite a los individuos darle
significado, recurriendo a MSO, a los objetos matematicos
histérica y culturalmente constituidos” (Asenova,
D’Amore, Fandifio, lori y Santi, 2020, p. 45). Dichos objetos
segun Vergel et al. (2020), son simbdlicos, abstractos y
las distintas formas semidticas de representarlos son



importantes para comprenderlos, como aquel contenido
que no es mas que, el saber cultural-historico y socialmente
constituido en un momento dado y que se aprende
entrando en una cultura (Radford, 2020b), donde el saber
“es algo que esta en la cultura y que podemos (o no)”
(Radford, 2020a, p. 20), encontrarlo mediante procesos de
objetivacion, donde se elaboran activamente significados
(2006b), para ello debe aparecer poniéndolo en movimiento
mediante la actividad (2020a), con la cual “se materializa,
re-produce, se transforma en objeto de conciencia” (p.
26), por medio del uso de artefactos, signos y formas de
dialogo e interaccion humana, social, colectiva, histérica
y culturalmente constituidas, aqui el pensamiento segin
Vergel (2014), “es una actividad reflexiva y sensible
mediada por signos, materializada en la corporeidad
de las acciones, gestos y artefactos” (p. 58), signos como
“cualquier cosa que pueda considerarse como substituto
significante de cualquier otra cosa” (Eco, 2000, p. 2), que
“cumple el papel de una operacion significativa [...] no se
limitan inicamente a su funcion representativa, la eleccion
de ellos no es neutra o independiente [...] orientan el
destino en el cual se expresa el pensamiento, el destino
de la comunicacién” (Vergel, 2014, p. 66). En ese sentido,
el gesto es el “signo visual inicial en el que la escritura
futura del nifio esta contenida como el roble futuro esta
contenido en la semilla [...] es un escrito [signo] en el aire
y el signo escrito es con frecuencia simplemente un gesto
fijo” (Vygotsky, 1997, p. 133).

Es decir, siguiendo a Vergel (2019), para comprender lo que
nuestros estudiantes nos quieren comunicar al expresar
semidticamente las generalizaciones que producen,
adquiere sentido “la idea de semidtica como una teoria
que intenta explicar como los signos significan, es decir,
una teoria de la comunicacién y significacion” (Eco, 1988;
citado por Vergel, 2019, p. 2). Aqui el signo y la manera
en que se usan objetivan al objeto conceptual (Lasprilla,
2014), como todos los elementos que ayudan a acceder a un
objeto, estableciendo relaciones en forma de puente entre
si para elaborar pensamiento emergente, proporcionar
significados culturales gracias a la mediacién de signos y
artefactos, mediante los recursos o medios semioticos de
objetivacion (MSO) que segin Radford (2003), son todos
los signos, herramientas, objetos y dispositivos lingiiisticos
usados con intencién en los procesos de produccion de
significados sociales para lograr.

Estos recursos o MSO son “artefactos que median la
actividad reflexiva [...] del aprendizaje” (Asenova et al.,
2020, p. 41), segun Vergel et al. (2020), son una amplia
gama de medios fisicos y sensuales movilizados para
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dar forma tangible al pensamiento convirtiéndolos
en constituyentes del acto cognitivo, de la actividad
matematica misma, mediante procesos de objetivacion que
para Radford (2018a), son “procesos activos, encarnados,
discursivos, simbdlicos y materiales a través de los cuales
los estudiantes se encuentran, notan y se familiarizan
criticamente con el sistema de pensamiento, reflexion y
accion constituidos histdrica y culturalmente [saber]”
(p- 75). De igual manera, “es notar algo culturalmente
significativo, algo que se revela a la conciencia [...]
por medio de la actividad corporea, sensible, afectiva,
emocional, artefactual y semiotica” (Radford, 2020a, p.
20). Para describirlo e interpretarlo se puede acudir a los
procesos del nodo semiotico, la iconicidad y la contraccién
semiodtica (Radford y Sabena, 2015).

De acuerdo con el MEN (2006), el Pensamiento Variacional
(PV) “tiene que ver con el reconocimiento, la percepcién,
la identificacién y la caracterizacion de la variacion y el
cambio en diferentes contextos” (p. 66), y el estudio de
los patrones esta relacionado con “[...] la coordinacion
de los cambios de una magnitud Y con cambios de una
magnitud X, con una aproximacion al concepto de funcion
como dependencia funcional entre magnitudes variables”
(p. 67), ademas para Caballero y Cantoral (2017), el cambio
es toda modificacion cualitativa o cuantitativa de estado
y la variacién es cuantificar el cambio en las variables
del fenémeno que estan relacionadas causalmente y la
variacion hace referencia a determinar la manera como
una o mas cantidades de magnitud varian en relacién con
la de las otras, es decir, apreciar como covarian dos o mas
cantidades de magnitud, de tal manera que el cambio en
una o algunas, genere cambio(s) en la(s) otra(s) (Blanton y
Kaput, 2004; MEN, 2006; Posada et al., 2006; Sanchez, 2013;
Canadas y Molina, 2016).

La co-variacion, siendo el objeto principal del PV (Vasco,
2002), es “generada por los individuos en el transcurso
de su desarrollo historico-cultural [...] dentro de las
condiciones particulares de cada cultura y de cada forma
de comprender el mundo” (Vergel, 2014, p. 58), més atn, es
un patrén de la “actividad reflexiva incrustada en el mundo
en cambio constante de la practica social mediatizada por
los artefactos” (Radford, 2006b, p. 111), sobre los modos
de accidn, expresion y reflexion de “formas matematica
de ver, [pensar] y percibir las figuras en términos de



variables y su relacion - una co-variacion” (Radford, 2020b,
p- 24), relacionada con el numero de cada término y el
numero de elementos del mismo o de cualquiera en la
secuencia, donde “se espera que los estudiantes muestren
las posibilidades para comprender patrones en forma co-
variacionales desarrolladas historica y culturalmente y
emplearlos para responder aspectos de términos lejanos
o no especificados” (Radford, 2011, p. 23).

Se comparte con Radford (2013), que la generalizacion
de patrones es uno de los procedimientos principales
de produccién del conocimiento, que esta constituido
de tres problemas fundamentales y relacionados: El
fenomenoldgico, el epistemoldgico y el semidtico. En el
primero se fija en la dimension numérica y/o espacial de
los términos; en el segundo se identifica una propiedad
o caracteristica comun entre los términos de la secuencia
y establece una manera de encontrar algunos términos
cercanos o lejanos; finalmente que logren establecer una
férmula que emerja en la accién y el lenguaje para aplicarla
a cualquier término especifico, como una relacién de
covariacién, la cual es potente, con o sin limites, porque
puede que las variables en si aparezcan o no, como objeto
de discurso, pueden aparecer instanciadas en algunos
de sus valores o en todos, de forma implicita o explicita
(20104, 2018b), con la ayuda de MSO o combinacién de
ellos, es decir, mediante multiples formas de expresion
y representacion. De igual manera, la generalizaciéon
algebraica de secuencias figurales se refiere a: (I) tomar
conciencia de una propiedad o caracteristica comun, (II)
generalizarla a todos los términos subsecuentes de la
secuencia y, (III) ser capaz de usarla para deducir una
expresion directa para calcular el valor de cualquier
término de la secuencia.

Por ello, para caracterizar el cambio y la variacion, se
tomaron como referencia inicial dichas caracteristicas
y elementos de autores como MEN (2006), Cafiadas y
Molina (2016), Vergel et al. (2020), tales como: (I) lo que
cambia y permanece constante [reconocimiento de la
variacién]; (II) las variables intervinientes [dependiente-
independiente]; (III) el campo de variacion de cada variable
[variacion conjunta] (IV) las posibles relaciones entre esas
variables mediante su representacién simbolica o expresion
semidtica, en el proceso de objetivacion de la relacion de
covariacion entre las cantidades intervinientes. Ademas,
el Grupo Pretexto (1999), sugiere que: (1) la variable
pertenece a un universo de donde interpretarla, el cual,
sin ser tiempo, estd implicitamente connotado de éste.
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Es decir, el tiempo se imbrica al universo de la variable,
ajustandose a su cardinalidad y a su estructura; (2) variar
hace referencia a que la variable es una representacion,
indistinta y simultanea de los individuos de su universo;
(3) aparece siempre en una expresion sobre la relacién de
dependencia destacada entre los individuos de su universo,
expresada por una relacion funcional que constituye el
pegamento que permite expresar el cambio ocurrido [y],
en el momento [x].

Metodologia

La investigacion se hizo con estudiantes de grado
octavo, de la IESRA, ubicada en el municipio de Albania,
La Guajira, donde no se contaba con herramientas
tecnoldgicas, ni acceso a internet, en el contexto de
confinamiento por efectos de COVID-19, sin la alternancia
y bajo ambiente de trabajo en casa. El disefio se bas6 en una
investigacion de enfoque cualitativo, de tipo descriptivo e
interpretativo (Ernest, 1991, citado por Vergel, 2014), con
una rica descripcion del problema didactico bajo estudio
sobre las formas de accidn, expresion y reflexién, usando
la metodologia multisemidtica propia de la TO (Radford y
Sabena, 2015), para ello se adaptaron las fases propuestas
por Radford (2010b, 2015) en cuatro fases:

Se realiz6 una
revision en la literatura de tres tareas de generalizacion
sobre secuencias de patrones figurales que fueron
adaptadas, creadas, justificadas, validadas con juicio
de experto mediante triangulacién entre pares.

Se usé una muestra
de cuatro estudiantes y se les enviaron las 3 tareas por
WhatsApp con un audio para abordarlas, grabacion
de cada video, la toma de la fotografia de las hojas de
trabajo y su envio, usando un celular y se les pidi6 la
grabacion explicativa de la tarea, como estrategia para
vislumbrar MSO fundamentales como el habla, entre
otros. Ellos se mostraron timidos y no se pudo grabar
su rostro, se optd por grabar solo los gestos de las
manos, para evitar condicionar la actividad (Ramirez,
2017), como sugiere Vergel y Rojas (2018), que se debe
rastrear lo que los estudiantes quieren comunicar a
través de los signos que usan. Esta se habia tomado
inicialmente como prueba piloto, pero, dado que no se
pudo dar la alternancia se tomo la decision de tomarlos
como informacidén para constituirlos como datos para
la investigacion.



o (IITI) Recoleccion y construccion de los datos: Se
recibieron 10 hojas de trabajo que se transcribieron
en su totalidad (Radford, 2015; Radford y Sabena,
2015), se eligieron 25 episodios utiles para responder
la pregunta de investigacion (Radford y Sabena, 2015),
de acuerdo con el criterio del foco tedrico partiendo de
la pregunta, los objetivos y los elementos analiticos y
conceptos propios de la TO (Vergel, 2014). Se tomaron
fotos donde se evidenciaron MSQO, y se agregé en las
transcripciones la interpretacion del investigador.
Adicionalmente se us6 una codificacion abierta o
inicial (Glaser & Strauss, 1967; citado por Vergel, 2014),
resaltando con colores y subrayando en las sentencias
frases, indicios y expresiones que muestren recursos
0 MSO, con color rojo lo referente al ritmo; con rojo
oscuro la actividad perceptual; los signos deicticos
lingiiisticos (espaciales, temporales y de modo) de
azul claro, verde claro y naranja respectivamente; los
recursos lingiiisticos de verde oscuro, las relaciones de
covariacién subrayando las frases de rojo y en negrita
las palabras o frases clave y los simbolos.

o (IV) Anadlisis de datos: Se tuvo en cuenta los distintos
MSO, como sus relaciones, la dialéctica y su vinculo
con las relaciones de covariacion existentes entre las
cantidades. Haciendo una confrontacion del andlisis en
detalle con supuestos tedricos gracias a la triangulacion
de los datos, con la concepcién multimodal del
pensamiento humano donde se puedan articular
y analizar la gran variedad de recursos cognitivos,
fisicos y perceptivos que piensan, emplean y usan los
estudiantes al abordar y expresar ideas matematicas,
como el lenguaje natural y escrito, dibujos, gestos,
la manipulacién de artefactos fisicos, electréonicos
y el movimiento corporal (Radford et al., 2009). A
continuacion, se presenta el andlisis de los episodios
de acuerdo con las producciones de los estudiantes
Diego, José y Javier en la tarea 1.

Andlisis de la produccién de Diego

Figura1
Produccién de Diego de los items [e y f] de la tarea 1.

L1: Diego (item e): 600 agujero més tiene el 500. ;Por qué?,
porque aqui sabia que tengo que hacer 500 arriba [sefiala o
apunta el “500” ubicado arriba de su tejido, ver imagen 1a, y se
desliza hacia abajo de su tejido], y 500 abajo [sefiala o apunta
el “500” ubicado abajo de su tejido, ver imagen 1a, y se desliza
hacia la parte derecha de su tejido, ver imagen 1b], y quedé
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debiendo 3 [sefiala o apunta el valor 3 en la parte derecha de su
tejido, ver imagen 1b]. En el 200 también 200 arriba [sefiala o
apunta el “200” ubicado arriba de su tejido “200”, ver imagen
1c, y se desliza hacia abajo de su tejido, ver imagen 1c], y 200
abajo [sefiala o apunta el tejido representado en la parte de abajo
en el valor 200, ver imagen 1c, y se desliza hacia la derecha de
su tejido “200”, ver imagen 1b], y quedé debiendo 3 [seriala
o apunta el valor 3 en la parte de debajo de su tejido “200”, ver

imagen 1d]. Bueno, aqui sume 500 mas 500 serian 1000 mas
el 3 serian 1003, 200 méas 200 serian 400 més el 3 serian 403.

Bueno aqui le resté 1003 menos 403 v me dio 600 [sefiala o
apunta y emplea un signo deictico lingiiistico espacial “aqui” y
se desliza de izquierda a derecha de forma continua primero sobre
el valor “1003” luego el signo menos [-1, y finalmente sobre el
valor “403” hasta llegar a su respuesta “600”, ver imagen 1e]

Imagen 1
Produccion semiodtica de Diego en el item e de la tarea 1.

e

f

L2: Diego (item f): Si me mandan a coser cualquier

ndamero yo pongo el nimero arriba y abajoy después le
sumo tres [imagen 2].

Imagen 2
Produccién escrita de Diego en el item f de la tarea 1.

Cuando Diego en (L1) dice “[...] aqui sabia que tengo que
hacer 500 arriba y 500 abajo y quedé debiendo 3. En el 200
también 200 arriba y 200 abajo y quedé debiendo 3 [...]"; y
en (L2) “Si me mandan a coser cualquier niimero yo pongo

el numero arriba y abajo y después le sumo 3”, vemos
como del habla funge un arsenal o repertorio lingiiistico
(Radford, 2011), a través de palabras y frases claves junto a
signos deicticos lingiiisticos espaciales [aqui, arriba, abajo],



temporal [después], recursos lingiiisticos [coser, debiendo],
de esta forma mediante el adverbio “aqui” en (L1) pone
su atencidn, percibe y fija su mirada, que no es para nada
desinteresada (Radford, 2013), en el artefacto construido
del tejido, entre tanto usa los adverbios “arriba y abajo” en
(L1y L2) para percibir, identificar y relacionar la cantidad
de agujeros que cambia (MEN, 2006), de un tejido al otro;
por su parte con los recursos “debiendo” en (L1) lo asocia
a una diferencia para determinar la cantidad de agujeros
ubicados en la parte derecha del tejido y que en su
percepcion no cambia de un tejido al otro, que es constante
(MEN, 2006), los cuales ademas brindan a las variables
un significado profundo en relacion a las pistas [formas]
espaciales o contextuales (Radford, 2018b), que le permiten
asi mismo, identificar y relacionar ambas variables.

El adverbio “después” y el recurso “coser” en (L2) “Si me
mandan a coser cualquier nimero yo pongo el nimero
arriba y abajo y después le sumo 3”: el primero le permite
describir acciones y procedimientos potenciales que
emprende de forma reiterada e imaginaria (Radford,
2003); el segundo lo asocia con la acciéon humana de tejer.
Todos estos elementos textuales forman parte de formas de
expresion u oralidad cultural e historicamente adquiridas
que entran a colaborar en los procesos de toma de
conciencia, significaciéon y comunicacion del estudiante, a la
hora de identificar y relacionar las variables intervinientes.

Entre tanto el uso de gestos indexicales mediante
seflalamientos o apuntamientos y deslizamientos (imagen
1) siendo estos escritos en el aire (Vygotsky, 1997), usados
para materializar las intenciones de Diego, a la hora de
coordinar la estructura numérica y espacial para indicar
qué, como y cuanto cambian las variables o cantidades
(MEN, 2006; Caballero y Cantoral, 2017), ademas para
identificarlas y relacionarlas mediante su recurso semidtico
del tejido mostrando la manera como percibe los agujeros
que estan fuera de su campo perceptual y la forma
[estructura espacial] como estan dispuestos los tejidos en
la secuencia.

Con respecto a la actividad perceptual, Diego a través de sus
frases (L1) “[...] aqui sabia que tengo que hacer[...]", aflora
como un recurso semiotico (Vergel, 2014; Moreno, 2018),
no solo en un dibujo y el lenguaje escrito, sino ademas en
el habla y los gestos a la hora de identificar y relacionar las
variables presentes. El ritmo por otra parte emerge en (L1)
cuando dice “[...] mas [...] serian [...] mas el 3 serian [...],
[...] mas [...] serfan [...] mas el 3 serian [...]”, le permite
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al estudiante, “resaltar la monotonia de sus acciones de
contar, pausar y adicionar” (Vergel, 2014, p. 177), y “crea
la expectativa de un proximo evento” (You, 1994; citado
por Vergel 2014, p. 124), da la impresion de notar ;cual
sera su proxima accion, operacion y procedimiento?, que
brota y es fundamental en el proceso de encuentro con el
conocimiento (Radford y Sabena, 2015), dado que ayuda a
mediar y materializar sus pensamientos (Radford, 2006a;
Asenova et al., 2020), en la manera como se manifiestan
sus acciones, a la hora de contar ritmicamente (Lasprilla,
2014), para mostrar como cambiaban los agujeros de un
tejido al otro mediante relaciones entre nimeros, para sus
operaciones y afirmar su actividad perceptiva a la hora
de indicar la coordinacién de ambas estructuras, con su
uso da la impresion de notar cudl sera su siguiente accion,
operacion y procedimiento.

Ademas, en (L1) afloran conteos de forma subitizada, los
cuales le ayudan a verbalizar, tomar conciencia e identificar
una relacion (Radford, 2011), de covariacién entre las
cantidades intervinientes, explicando que los agujeros estan
divididos dependiendo del niimero del tejido, es decir,
a explicar una estructura espacial percibida, de acuerdo
con Radford (2013), Diego ha escogido una caracteristica
comun, gracias a que en su percepcion la estructura
numérica y espacial son relacionadas, cuando coordina
multiples recursos semioticos de forma sincrénica, tales
como, la accion lingiiistica cuando dice en (L1) “[...] tengo
que hacer 500 arriba y 500 abajo y quedé debiendo 3. En
el 200 también 200 arriba y 200 abajo y quedé debiendo 3.
Bueno, aqui sume 500 mas 500 serian 1000 mas el 3 serian
1003, 200 mas 200 serian 400 mas el 3 serian 403 [...]”,
usando un artefacto como recurso iconico o representacion
figural del tejido (figura 2, imagen 1f), junto al lenguaje
escrito (imagen 1), que “[...] es con frecuencia simplemente
un gesto fijo” (Vygotsky, 1997, p. 133), que se convierten
en su centro de atencién, accion, produccion para mediar
su pensamiento y actividad reflexiva (Radford, 2006a;
Asenova et al., 2020), movilizando gestos indexicales
como sefialamientos o apuntamientos y deslizamientos
(imagen 1) siendo escritos en el aire (Vygotsky, 1997), la
actividad perceptual, conteos ritmico en (L1, imagen 1le)
“[...] Bueno, aqui sumé 500 mas 500 serian 1000 mas el
3 serian 1003, 200 mas 200 serian 400 mas el 3 serian 403
[...]”, de forma subitizada y el ritmo, los cuales le permiten
a Diego percibir e identificar las variables intervinientes
a saber: numero del tejido y de agujeros, notar que los
tejidos “pueden considerarse como compuestos de partes
notables. El conteo de las partes notables se basa en la



identificacion de las variables adecuadas y su correlacion”
(Radford, 2020b, p. 22).

Aqui las “partes notables”, Diego las percibe e identifica
a través de dicha coordinacién de recursos semioticos,
estableciendo dicha correlacion, indicando que existe el
mismo nimero de agujeros arriba y abajo, igual al nimero
del tejido solicitado, gracias al uso de deicticos espaciales
“arriba, abajo” junto a gestos indexicales y signos
escritos, ademas ubica tres agujeros en la parte derecha
para todos los tejidos, los cuales son identificados con el
recurso lingliistico “debiendo” y mostrado con el apoyo
de gestos indexicales.

Figura 2
Recurso semiotico del tejido 500 y 200 construido por Diego en
el item e.

500 200

Tejido 3 Tejido 3

500 200

Imagen 1
Producciéon semiodtica de Diego en el item e de la tarea 1.

Con relacién a las estrategias para identificar y relacionar las
variables intervinientes gracias a su produccion semidtica
son multiples, inicialmente en formas corpdreas (Vergel y
Rojas, 2018), con el uso de gestos indexicales (imagens 5, 6
y 7), la actividad perceptual, el habla mediante (palabras,
signos deicticos y recursos lingiiisticos), el ritmo y conteos
subitizados al coordinar o articular ambas estructuras; en
segundo lugar, cuando manifiesta en (L1) “[...] aqui sumé
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500 mas 500 serian 1000 mas el 3 serian 1003, 200 mas 200
serian 400 mas el 3 serian 403. Bueno aqui, resté 1003 menos
403 y me dio 600”, las variables y su relacién permanecen
implicitas, es decir, no hacen parte del discurso, dada la

accion mediante ntimeros concretos y sus operaciones
(Radford, 2010a, 2018b).

Aqui gracias a la accién de contar los agujeros de forma
subitizada y ritmica, donde mediante el habla emplea
férmulas encarnadas en (L1) de forma directa, para los
tejidos 200 y 500, asi se refiere para el tejido 500: <<500 + 500
=1000 + 3 =1003>>; y para el tejido 200: <<200 + 200 =400 + 3
=403>>; y para hallar la variacion entre ambos: “Bueno aqui
le resté 1003 menos 403 y me dio 600 [escribe <<1003 - 403
=600>>]". En estos casos, sus acciones plantean esquemas
operacionales movilizados que sugieren una forma
subitizada de contar los agujeros de arriba y abajo cuando
los separa en su recurso del tejido, usadas para otros tejidos
lejanos, “este esquema permanece ligado al nivel concreto
de uso de los simbolos numéricos, a términos deicticos y
gestos, como MSO [recursos semidticos]” (Vergel, 2014, p.
125), anexando tres agujeros que son constantes en la parte
derecha de cada tejido.

Asimismo, cuando en (L1) dice “[...] tengo que hacer 500
arriba y 500 abajo y quedé debiendo 3. En el 200 también
200 arriba y 200 abajo y quedé debiendo 3 [...]” y en (L2) “Si
me mandan a coser cualquier niimero yo pongo el niimero
arriba y abajo y después le sumo 3”, las variables y sus
relaciones permanecen explicitas, es decir, forman parte
del discurso, mediante frases y palabras claves (Radford,
2010a, 2018b), junto con “elementos textuales: [signos]
deicticos lingiiisticos espaciales [como: arriba, abajo]”
(Radford, 2018b, p. 23), y el recurso lingiiistico “debiendo”,
que median el pensamiento de Diego para producir
significados y expresar formulas encarnadas, identificando
y relacionando ambas variables intervinientes.

De esta manera, en (L1 y L2) en términos esquematicos
Diego ha forjado la relacion directa escrita como <<x -
X + X + 3>>, aunque claro, en ambos casos, él no utiliza
letras todavia (Radford, 2013, 2020b), en el nivel contextual
de generalizacion. Luego de escoger determinaciones
sensibles o caracteristicas comunes entre los tejidos, a través
de la coordinacion de las estructuras espacial y numérica
(Radford, 2011, 2013; Callejo et al., 2016), establece una
manera de encontrar cualquier término gracias a las partes
notables notadas en su actividad multimodal mediada por
el uso de recursos semiodticos, signos y artefactos culturales.



Imagen 1
Produccion semiotica de Diego en el item e de la tarea 1.

f

Ademas, gracias al uso de signos escritos mediante palabras
y ntimeros (imagen 2) y la representacion figural iconica
del tejido como un artefacto, siendo el lenguaje escrito “[...]
con frecuencia simplemente un gesto fijo” (Vygotsky, 1997,
p- 133), y un recurso semiotico fundamental que emergen
como otra estrategia para identificar y relacionar ambas
variables. En este sentido, estos artefactos brotan como
recursos semioticos en (L1, imagen 1), tal como lo expresa
(Vergel, 2014, p. 127), “no es un mero recurso en el acto
de conocer de los estudiantes. Funge como MSO en tanto
media los actos intencionales” de Diego. Este es un aspecto
para resaltar, en tanto reconoce la importancia del uso de
una representacion iconica, del tejido, como una estrategia
adecuada y posible de representacion para manipular e
identificar lo indeterminado, la variable, dado que le
permite operar con el niimero del tejido y su cantidad de
agujeros, que no ha sido evidenciado en otros trabajos,
estariamos ante “una posibilidad, al parecer «natural»,
de trabajar con lo desconocido, con lo no determinado”
(Vergel y Rojas, 2018, p. 89). De hecho, aqui el signo
siguiendo a Vergel (2014, p. 66), “cumple el papel de una
operacion significativa [...] no se limitan tinicamente a su
funcién representativa, la eleccion de ellos no es neutra o
independiente y [...] orienta el destino en el cual se expresa
el pensamiento, el destino de la comunicacion”.

Lo anterior permite afirmar que Diego guia su actividad
matematica con este recurso semiotico del tejido, como
artefacto que materializa su forma de pensar y actuar
para poder llegar a conocer, acceder al objeto y producir
significados culturales gracias a la mediacion de signos
(Lasprilla, 2014), segun Vergel (2014, p. 183), “estos
instrumentos [artefactos] recrean y reorganizan la
estructura del comportamiento humano”, dado que en su
actividad perceptual cuando separa el recurso semiotico
de los tejidos logra percibir la igualdad entre los agujeros
de arriba y abajo, asi como la cantidad de agujeros que
cambia y permanece constante en la secuencia (MEN,
2006), en efecto, segin Radford (2013), su mirada no es
para nada desinteresada.

Cuando Diego mediante su accién lingiiistica-gestual-
escrita, senalamientos y deslizamientos sobre el trabajo
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con niimeros concretos y sus operaciones responde en (L1,
imagen 1) “600 agujero mas tiene el 500 [...] Bueno aqui
le resté 1003 menos 403 y me dio 600” y escribe <<1003 -
403 = 600>>", se nota como cuantifica [cuanto] el cambio
[cambia] de la variable interviniente (MEN, 2006; Caballero
y Cantoral, 2017), a partir de un tejido de referencia hacia
otro lejano, en este caso, del tejido 200 al tejido 500,
lo que le ayuda a percibir y hallar el cambio como una
modificacion cuantitativa de estado (Caballero y Cantoral,
2017). (Imagen1)

Imagen 1
Produccion semiotica de Diego en el item e de la tarea 1.

En todas las relaciones de covariaciéon de acuerdo con
Radford (2018b), “el lenguaje natural con su arsenal de
posibilidades conceptuales ofrece el material semiotico
para producirla” (p. 23). En ese sentido, “la atencion se
traslada a las variables y su relacién, que, poco a poco,
se convierte en el objeto central del discurso” (p. 16).
Aqui la férmula es “un icono, una especie de descripcién
geométrica de una figura. [...] no es un resumen simbolico
sino més bien una historia que narra, de forma muy
condensada, la experiencia matematica de los alumnos.
[...], es una narrativa” (Radford, 2010a, p. 10). Diego,
tal como lo expresa Radford (2013, p. 12), “ha llegado a
constituir férmulas encarnadas en la accion y en el lenguaje
y que se aplica a cualquier término particular [...] la
encarnacion de la féormula en la accién y en el lenguaje
natural es potente”, como relaciones de covariacion
donde las variables en si aparecen y no, como objeto de
discurso. En este caso se podria hablar de dos variables o
cantidades intervinientes: el nimero del tejido y el nimero
de agujeros. En suma, Diego de forma esquematica, gracias
a la movilizacion y coordinacion de multiples recursos
semidticos ha forjado las siguientes relaciones matemaéticas
cruciales para efectuar la generalizacion algebraica, aunque
€l no esté usando letras atn, que se pueden describir como:

1. x = 3: el tejido x tiene 3 agujeros en la parte derecha.
2. x = 3: el tejido x tiene x agujeros en la parte de arriba.
3.x = 3: el tejido x tiene x agujeros en la parte de abajo.
4.x = x + x + 3: el tejido x tiene x + x + 3 agujeros.



Las cuales de acuerdo con Radford (2020b), se manifiestan
gracias al [los] proceso[s] de objetivacion como formas de
ver y percibir los tejidos en términos de variables y su
relacion, es decir, una co-variacion que relaciona el nimero
del tejido y el niimero de agujeros en la parte de arriba,
abajo y derecha de este o de cualquiera en la secuencia. De
este modo, vemos como el cambio aparece al considerar
dichas relaciones de dependencia (Grupo Pretexto, 1999).

En ese sentido, Diego muestra su posibilidad para
comprender patrones de forma co-variacional desarrollada
histérica y culturalmente empleandolo para determinar
términos lejanos o no especificados (Radford, 2011). Gracias
a la mediacién, materializacion y el despliegue de gestos,
palabras, percepcion y recursos, produce un “significado
multisemiotico que da sentido al proceso a través del cual
aparece una forma algebraica de pensar la secuencia”
(Radford, 2020b, p. 23), como un proceso de generalizacion
en el cual se nota una manera relacional (Radford, 2011),
de vincular el niimero del tejido con las partes pertinentes
de ella, donde los tejidos son descompuestos en partes que
tienen pistas importantes para que se produzcan relaciones
algebraicas, en las que variados recursos semidticos se
desarrollan de manera interrelacionada.

Figura 3
Produccién de José en relacion con los items [d y f] de la tarea 1.

L3: José (item d): Seria que no, porque en esta secuencia
solo existen los nimeros que ya seanel 5, el 7, el 9, el 11y

el 13 y asi se van repitiendo y repitiendo.

Imagen 3
Produccién escrita de José con relacion a la pregunta del item d
de la tarea 1.

Vo . .
y Seesentio, > 5-1-94-11775- - - - s {mpares

L4: José (item f): Aqui es donde se pone en practica la

férmula que seria multiplicando por 2 [Pausa] n, que seria

el nimero del tejido y suméndole 3 y entonces, la férmula
seria 2 por n mas 3 y nos daria el nimero de agujeros.

Imagen 4
Produccién escrita de José en relacion con la pregunta del item
f de la tarea 1.

el
ravltpiterce nor 2 M\ Sorando!

¢ 5 : (Til"u!q

De esta forma, vemos como mediante la frase clave en
(L9) “si me mandan a coser cualquier nimero yo pongo
el nimero arriba y abajo y después le sumo 3”, trabaja
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con una forma reducida de expresion, evidenciandose un
proceso de objetivacién de contraccion semidtica (Lasprilla,
2014), dado que hay evolucion de nodos semidticos
(Radford, 2010a), es decir, aqui hay una reorganizaciéon
de los recursos semidticos que ayudan al sujeto a dirigir
su atencion a aquellos aspectos que parecen ser mas
significativo (Radford, 2018b). En ese sentido, el recurso
semiotico del tejido como artefacto se convierte en un
recurso semidtico importante que le ayuda, entre otros
aspectos para contar los agujeros de arriba, abajo que
son iguales y de la derecha, segun Vergel (2014, p. 125),
“en este proceso de semiosis perceptual, la actividad de
coordinacion de [signos] deicticos lingiiisticos espaciales”
como (aqui, arriba, abajo), el recurso lingtiistico (debiendo)
a través de sus frases, gestos indexicales (sefialamientos
o apuntamientos y deslizamientos), el ritmo, conteos de
forma subitizada, lenguaje verbal, escrito y la actividad
perceptual, evidencia un nodo semiotico que caracteriza
la actividad reflexiva de Diego mediada por estos
recursos semioticos.

Asimismo, gracias a la experiencia encontrada en (L1,
imagen 1) “[...] tengo que hacer 500 arriba y 500 abajo y
quedé debiendo 3. En el 200 también 200 arriba y 200 abajo
y quedé debiendo 3. Bueno, aqui sume 500 mds 500 serian
1000 mas el 3 serian 1003, 200 mas 200 serian 400 mas el 3
serian 403 [...]”; aborda en (L2, imagen 2) “Si me mandan a
coser cualquier nimero yo pongo el niimero arriba y abajo
y después le sumo tres”; segin Radford (2013), utiliza
dicha caracteristica identificada y la aplica para determinar
el nimero de agujeros para otros tejidos mas lejanos, tal y
como lo reporta Lasprilla (2014), se evidencia la presencia
de la iconicidad como proceso de objetivacion, como una
forma de notar aspectos similares encontrados en una
experiencia previa, para favorecer el nuevo procedimiento.
Vemos que José a través de su accion lingtiistica-perceptiva-
escrita en la sentencia (L3, imagen 3) cuando dice “seria que
no, porque en esta secuencia solo existen los niimeros que
yaseanel 5 el7,el9, el 11y el 13 y asi se van repitiendo y
repitiendo”, de la cual emerge un deictico de modo “asi se
van repitiendo y repitiendo”, usado para indicar la forma,
manera o el modo en la que cambia la estructura numérica
y como se cumple esta propiedad para todos los términos
de los tejidos, y que su comportamiento permanece igual,
ademas de la actividad perceptual, el uso de signos escritos
(palabras, simbolos matematicos), le ayuda a identificar
una caracteristica fundamental en el comportamiento
o la estructura numérica de la secuencia de ntimero de
agujeros, percibiendo a partir de la relacion recurrente



(+2) para establecer y determinar que no existe ningtin
tejido que tenga 3124 agujeros (ntimeros pares), dado
que la identifica como una secuencia donde esta variable
solo posee nimeros impares, discretos en el conjunto de
numeros naturales. De acuerdo con el Grupo Pretexto
(1999), José ha identificado que la variable “ntimero de
agujeros” pertenece a un universo de donde interpretarlo
o el campo de variacién de la variable (MEN, 2006).

Cuando José en el (L4) dice “[...] la formula que seria
multiplicando por 2 [...] n, que seria el numero del
tejido y sumandole 3 y entonces la férmula seria 2 por n
mas 3 y nos daria el nimero de agujeros”, y escribe <<
multiplicando por 2 n y sumandole 3 = férmula 2 x n +
3 =>> (ver imagen 4). Vemos que consigue a través del
habla y signos escritos (simbolismo alfanumérico) que se
manifiesten y aparezcan en el discurso a través de letras y
frases claves para identificar las variables intervinientes y
esbozar una relacion de covariacion en el nivel simbdlico
con el lenguaje alfanumérico del algebra, que se puede
identificar como , vemos cémo José trabaja con una
forma reducida de signos o recursos dado que representa
su frase clave en simbolos alfanuméricos del algebra,
evidenciandose de esta manera un proceso de objetivacion
de contraccion semiotica (Lasprilla, 2014), y por lo tanto,
de nodo semiotico (Radford, 2010a).

En este sentido, José tal como lo expresa Radford (2013,
p- 12), “ha llegado a constituir una férmula encarnada
en la accién y en el lenguaje y que se aplica a cualquier
término particular [...], la encarnacién de la férmula en la
accion y en el lenguaje natural es potente” y las variables
aparecen como objeto de discurso para todos sus valores.
De esta manera, notamos que muestra como posibilidad
una “forma de conciencia mediatizadas por el uso mas
abstracto del lenguaje oral y escrito” (p. 12). En palabras
de Radford (2018b, p. 23), “esta generalizacion se basa
en el hecho de usar simbolos o signos abstractos”, es asi
como, el foco pasa a las variables, operaciones y nimeros
reconceptualizados; le brinda posibilidades para alcanzar
nuevos modos estéticos de imaginacién y percepcion. En
este punto el habla ya no lidera el pensamiento de José,
mas bien, “el pensamiento simbdlico ha reemplazado al
verbal” (p. 21).

El proceso de identificacion de la relaciéon de covariacion,
realizado por el estudiante, expresa una idea de
generalidad, algo que sigue mas alla de las posiciones
particulares ofrecidas en la tarea, en el espacio y en el
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tiempo (Vergel et al., 2020). Aqui hay un salto en la manera
de designar los objetos en su discurso, evidenciandose la
designacion simbolica de las variables intervinientes para
generar una férmula con signos alfanumeéricos del algebra.
De este modo, vemos como el cambio aparece al considerar
dichas relaciones de dependencia (Grupo Pretexto, 1999).
Por su parte, Javier otro estudiante, en el item [f] escribe
<<dependiendo del valor queselede [que se le dé] a N>> (ver
imagen 5), vemos que mediante el recurso “dependiendo”
reconoce y percibe la variacion (MEN, 2006), indicando
que de acuerdo con lo que cambie el niimero del tejido
(variable independiente) asi sera el cambio en el niumero
de agujeros (variable dependiente), al mismo tiempo, en
consonancia con Vergel y Rojas (2018), interpreta la letra
como un valor [niimero] desconocido pero fijo [particular],
como incognita.

Imagen 5
Produccion escrita de Javier en el item [f] de la tarea 1.

[. Sin representa el nimero del tcjido. ¢ Cudntos agujeros habrd n el tejido

J"qm&,chja Jel  valon gur.f:l.:ocza'
Conclusiones

Con el desarrollo de esta investigacion se evidencid
la emergencia de recursos o MSO tales como acciones
corpdreas, gestos indexicales (senalamientos o
apuntamientos y deslizamientos), conteos ritmicos y
subitizadamente, el ritmo y la actividad perceptual; el
uso de signos escritos y hablados como palabras y frases
claves, simbolos matematicos y alfanuméricos, recursos
lingiiisticos, signos deicticos lingtiisticos espaciales, (aqui,
arriba, abajo, esquina, éste(o), ésta(s), aca), temporales
(ahora, después, siempre) y de modo (asi, igual); finalmente
el uso de artefactos como (representacion figural e iconica
del tejido).

En relacién con las estrategias para identificar las variables
intervinientes se notaron en primer lugar mediante formas
corporeas (Vergel y Rojas, 2018), acciones con el gesto,
el ritmo, la actividad perceptual y el habla; en segundo
lugar, las variables y sus relaciones permanecen implicitas
y explicitas (Radford, 2010a, 2018b), es decir no forman y
hacen parte del discurso, las primeras mediante acciones
con numeros concretos y sus operaciones y las segundas
con palabras y frases claves, también con signos (simbolos
y letras) denotados a través del habla y lo escrito, ademas
con deicticos espaciales (2018b) como “arriba, abajo, aqui,
esquina” y recursos lingliisticos como “debiendo, fila,



filitas, puntos y lineas”, como parte de su riqueza oral
histérica y culturalmente adquirida; finalmente gracias al
uso de artefactos como la representacion figural e iconica
del tejido para manipular e identificar lo indeterminado,
como una opcién quizas natural de trabajar con las
variables y cantidades ademas las tablas y el uso de la
calculadora mediante acciones con ntimeros especificos
y concretos, que les ayuda a abordar la formula explicita
encarnada sobre la cantidad desconocida de las variables.

Se logré identificar y describir las caracteristicas del cambio
y la variacién asociadas al uso de recursos semioticos que
emergen de las producciones, las cuales brotan es con y a
través de la actividad multimodal (Radford et al., 2009),
o multisemiotica (Radford y Sabena, 2015), con la gran
riqueza y multiplicidad del uso coordinado y reducido
de no sélo recursos cognitivos, sino también fisicos y
perceptuales, mediante multiples formas de expresion
y representacion, a través de acciones con el cuerpo
(gestos, conteos, percepcion, mirada, ritmo), mediada
por el uso de signos escritos y hablados (palabras y
frases claves, simbolos matematicos y alfanumeéricos), y
de artefactos (representacién figural icdnica del tejido,
tablas y calculadora), para encontrarse con caracteristicas
del cambio y variacioén, tales como: (I) lo que cambia y
permanece constante; (II) el reconocimiento de la variacién
[variacion conjunta]; (III) la cuantificacion (cuanto) del
cambio(a); (IV) identificacion de variables intervinientes
[dependiente-independiente]; (V) el campo de variacion
[universo] de cada variable; (VI) relaciones de covariacion
en el nivel factual, contextual y simbdlico de generalizacién
entre las cantidades intervinientes como procesos
de objetivacion.
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